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1. Предварительные положения  

Под полем алгебраических интегралов 

системы уравнений движения сложной механи-

ческой системы (СМС) понимается полное 

многообразие этих интегралов, удовлетворяю-

щее условиям постановки данной задачи. 

Предполагается, что сложная механиче-

ская система [1, 2] движется так, что ее неизме-

няемая твердая основа (база) вращается вокруг 

определенного неподвижного полюса О в одно-

родном параллельном поле силы тяжести под 

воздействием заданного результирующего си-

лового момента L (t) ).),0[( Tt  

Введем правые координатные ортобази-

сы 321 ,,   с общим началом в полюсе О: не-

подвижный ;1  базис 2 , неизменно связан-

ный с носителем, и базис 3   321 xxxO , оси 

jxO  3,2,1j  которого для каждого момен-

та времени Tt  направлены по главным в 

полюсе О осям тензора инерции СМС с мат-

рицей .)](),(,)([diag)( 321 tAtAtAt J   

                                                      
© Макеев Н. Н., 2021 

В силу непрерывного по Tt  измене-

ния конфигурации и состава массы СМС ба-

зис 3  в общем случае вращается относитель-

но 2  с угловой скоростью )( r

j

r ω , зависи-

мость которой от величин заданных компо-

нент Aj (t) тензора инерции СМС J (t) известна 

[2]. 

Таким образом, непрерывные и непре-

рывно дифференцируемые зависимости вида 

ωr (t), J (t), отнесенные к базису Γ3, считаются 

программно заданными и, следовательно, из-

вестными в любой момент времени Tt . 

Рассмотрим движение СМС под дей-

ствием квазиреактивных сил [2], обусловлен-

ных переносом рабочего тела [2] из некоторой 

области Θ, принадлежащей объекту, с про-

граммно заданной абсолютной скоростью       

u (t). Главный момент этих сил относительно 

полюса О для Tt  определяется как 

 






 .)( dV

t
t urL


               (1) 
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Здесь ),( rt  – локальная плотность массы в 

области Θ; )(tu  – абсолютная скорость пере-

носа точечных масс рабочего тела из Θ;     

)(tr  – радиус-вектор точки этой области. 

Обозначим 

,rGωG  J      ,)( 1 rrt Gωλ  J     (2) 

,),,( 1

321 λGJωωΩ  r  

)()()( 1

3

1

21 tAtAtm         (1, 2, 3), 

где Ωω ,  – абсолютные угловые скорости но-

сителя СМС (базиса 2 ) и базиса 3 ; ),( jGG  

)(trG  – кинетические моменты относительно 

полюса О всего объекта и рабочего тела, со-

ответственно (последний − относительно ба-

зиса 2 ); λ (t) − эффективная угловая скорость 

базиса 2 ; )3,2,1()( jtAj  − главные осевые 

моменты инерции СМС, заданные для каждо-

го Tt  в осях базиса 3 . Характерные век-

тор-параметры )(,)( tt rGL  являются управ-

ляющими [2]; каждый из них задан програм-

мой, определенной во времени. Любые огра-

ничения, налагаемые на заданные управляю-

щие параметры, являются управляющими свя-

зями. Здесь и далее символ (1, 2, 3) обозначает 

циклическую перестановку величин с индек-

сами 1, 2, 3. Величины с данными индексами, 

находящимися при компонентах векторов, 

относятся к проекциям этих векторов на ко-

ординатные оси Oxj  (j = 1, 2, 3). 

Пусть M (t) − величина массы СМС в 

момент времени t; g − стандартное значение 

ускорения силы тяжести; s (s1, s2, s3) − орт, 

неизменно связанный с базисом 1  такой, что 

sg g ; )(,)( trt jCr  − радиус-вектор центра 

тяжести системы и его ортогональные декар-

товы координаты в проекциях на оси базиса 

3  (j = 1, 2, 3). 

Движение СМС при данных предпо-

сылках характеризуется системой уравнений 

типа Жуковского–Пуассона [1, 3] 

,0

,)(









sλsGJs

ksLGλGGJG

1

1




    (3) 

где вектор-момент L (L1, L2, L3) определяется 

равенством (1); ),,( 321 λλ   − характер-

ный вектор, определяемый равенством (2); 

CgM rk   − барицентрический вектор. 

Уравнения (3) в проекциях на главные в 

полюсе О оси инерции СМС, определяемые 

базисом 3 , принимают вид [1, 2] 

0

,

1221

2112









jjjjj

jjjjjjj

sss

skskLG




 (4)  

(j = 1, 2, 3), 

,122121   jjjjjjjj GGGGm   

.)3,2,1(1   jGA jjjj        (5) 

Система уравнений (4), (5) при задан-

ных программных структурно-динамических 

параметрах СМС является детерминирован-

ной многопараметрической системой эволю-

ционного типа, аналитически замкнутой от-

носительно переменных V = {Gj , sj }. 

Вопрос об интегрируемости в квадрату-

рах данной системы уравнений сводится к 

проблеме существования дополнительного по 

Е. Уиттекеру [4] независимого интеграла. Ес-

ли этот интеграл существует и объединенная 

система, составленная из общих первых инте-

гралов и присоединенного к ним дополни-

тельного интеграла, на некотором симплекти-

ческом многообразии находится в инволю-

ции, то данная система уравнений интегриру-

ема по Буру–Лиувиллю.  

В силу этого данный вопрос приводит к за-

даче о нахождении независимого первого инте-

грала данной системы уравнений, дополни-

тельного к системе общих интегралов, если он 

существует. Каждый из независимых допол-

нительных интегралов данной системы урав-

нений явно зависит от определенной части 

переменных множества V. В частности, ана-

лог классического интеграла Лагранжа (ли-

нейный интеграл уравнений движения СМС) 

[2, 5] − от одной переменной Gj; аналог инте-

грала Эйлера [2, 6] − от трех переменных Gj ; 

аналоги интегралов Ковалевской [3] и Горя-

чева [7] − от четырех переменных Gj, sk (j, k = 

1, 2, 3). Аналогичные случаи зависимости от 

части переменных множества V имеют место 

и для аналогов линейных интегралов Гесса [2] 

и Гриоли [2, 8]. 

В связи с этим ставится задача: на 

многообразии возможных значений ),( sGW  

определить структурно-динамические огра-

ничения и управляющие связи, при реализа-

ции которых для системы уравнений (4), (5) 

на заданном гладком многообразии существу-

ет независимый алгебраический первый инте-
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грал 
2C),( sGF , определенный в области  

(G, s) фазового пространства, и находящийся 

в инволюции с общими интегралами данной 

системы. □ 

Такая постановка задачи предполагает 

существование k независимых дополнитель-

ных первых интегралов, каждый из которых 

может быть определен в соответствующей 

подобласти Dk .D   

Поскольку каждый из дополнительных 

интегралов системы уравнений (4), (5), как 

частный интеграл, может существовать лишь 

при определенных структурно-динамических 

и начальных условиях, данную задачу следует 

рассматривать как задачу нахождения эле-

ментов интегрального многообразия динами-

ческой системы в предположении, что это 

многообразие заведомо не является пустым.  

2. Задача о существовании 

дополнительных интегралов 

Рассмотрим решение поставленной вы-

ше задачи в классе однозначных алгебраиче-

ских функций ),(C2 sG  и составим основное 

(базовое) уравнение, порождающее дополни-

тельные первые интегралы динамической си-

стемы (4), (5). Представим искомые интегра-

лы в общем виде:  

,),,;,,;( 321321 hsssGGGtF             (6) 

где F – алгебраическая функция заданных пе-

ременных, h − постоянная интегрирования.  

Как известно [4], критериальным усло-

вием существования первого интеграла (6) 

данной системы уравнений является равен-

ство нулю скобки Пуассона (коммутатора) от 

функции F и гамильтониана данной системы, 

заданных на симплектическом многообразии. 

Согласно этому имеем  

.0)()(  sG sG
 FF             (7) 

Равенство (7) в силу уравнений системы 

(4), (5) является тождеством, выполняющимся 

при определенных ограничениях, наложенных 

на структурно-динамические параметры дан-

ной системы. Эти ограничения и определяют 

искомые случаи существования дополнитель-

ных первых интегралов вида (6) для исходной 

системы уравнений.  

Следует ожидать, что искомые интегра-

лы, если они существуют, явно зависят лишь 

от части переменных, содержащихся в равен-

стве (6). Такая закономерность, в частности, 

имеет место в классических случаях интегри-

руемости для твердого тела, движущегося в 

однородном поле силы тяжести [4].   

Равенство (7) в силу уравнений системы 

(3) является тождеством по всем переменным 

Gj и по любым двум переменным sj. 

Выражение (7) в силу соотношения (6) 

может быть представлено в виде  

,0]))

[(

2112

2112

3

1













jjjjjjj

jjjjj

j

t

qssp

skskLF
 (8) 

где обозначено 

.)3,2,1(,, 













 j

s

F
q

G

F
p

t

F
F

j

j

j

jt  

Соотношение (8) является тождеством 

по всем переменным Gj и по любым двум пе-

ременным sj, удовлетворяющимся при опре-

деленных заданных структурно-динамических 

условиях, наложенных на параметры системы 

уравнений (4), (5). Совокупность этих усло-

вий составляет критериальный признак суще-

ствования данного первого дополнительного 

интеграла. 

Рассмотрим возможные случаи решения 

поставленной задачи. 

3. Дополнительные интегралы  

с четырьмя переменными 

Пусть дополнительный интеграл (6) си-

стемы уравнений (4)−(5) задан в виде 

,),,,;( 2121 hssGGtF                  (9) 

для которого соотношение (8) будет 

.0)()(

)()(

1221331221

1221333





spspksqq

sqsqGaQ 
 (10)  

В равенстве (10) и далее обозначено 

.)3,2,1(,),(

,,,

,),(

,)()(

),(),(

1

122121

332322121121

221121

3122112213

32121











 jAaupupppN

GmuGmuGmu

LpLpFppR

spkpkGpGp

GppNppRQ

jj

t





Введем управляющую связь и условие ча-

стичной стабилизации центра масс СМС, со-

ответственно [2]:  

,)(0)(,)( 3333 TttrAtG rr       (11) 



Н. Н. Макеев  

40 
 

а также ограничение 

,0),( 21 ppR  

к которым присоединим управляющую связь 

.02211  LpLp                   (12) 

Для линейного по G1, G2 интеграла (9) 

условие (11) переходит в соотношение 

.02211  LL   

Исключая этот случай, имеем pj = pj (G1, G2)   

(j = 1, 2). 

Для интеграла вида (9) примем условия 

,)(0)()( 21 TttLtL             (13) 

при которых условие (12) тождественно удо-

влетворяется, а интеграл (9) в силу условий 

(13) принимает автономную форму: 

.),,,( 2121 hssGGF                 (14) 

Рассмотрим интеграл вида (14) при 

ограничениях (11), (13). Поскольку равенство 

(10) является тождеством по переменной G3, 

то в силу принятых условий имеем 

.0)(

,0)(),()(

211221122

12213211





qqpkpkF

sqsqappNF
 (15)   

Здесь и всюду далее )5,...,1(  jj  − сим-

волы линейных по jj qp ,  операторов. 

Обозначим: 

,)1(
3

33

j

j

j

jj
p

N
aa







  

,]))1(

[()1(

3

333

1

2

j

j

j

j

jj

j

j

p

N
a

mAa





















 

.)2,1()1(2 3334   jaama j

j

jjj  

Для операторов j  введем скобку 

Пуассона (коммутатор двух векторных полей 

на заданном многообразии) [9, c. 179] 

,

],[)(

2211

111222123

qq

pmkpmkF

 


 

,)(

)(],[)(

24133

211221134

qqa

pkpkmmF

 


 

261152235 ],[)( qkqkF    

и уравнение 

.0)(3  F                         (16) 

Полагая, что независимые уравнения 

(15), (16) образуют полную систему уравне-

ний [10], отметим, что операторы 54 ,  в 

силу этого являются линейными комбинация-

ми скобок Пуассона .)3,2,1(  jj  Следо-

вательно, имеем 

,)2,1(0)(  sFDs               (17) 

где 21 , DD  − определители систем уравнений 

0)(  Fs  с неизвестными jj qp ,  для j = 1, 

… , 4 и j = 1, 2, 3, 5, соответственно. При этом  

,

4333211212

212211

1212

132312

1





aammkmmk

mkmk

kk

sasauu

D









  

а выражение для определителя D2 находится 

заменой в определителе D1 последней строки 

на следующую: 

.]00[ 6152  kk  

Согласно теореме существования неза-

висимых решений системы линейных диффе-

ренциальных уравнений в частных производ-

ных первого порядка [10] соотношения (17) 

составляют критерий существования по край-

ней мере одного решения системы уравнений 

(15) и, следовательно, интеграла (14). 

Уравнение 01 D  (17) приведем к ви-

ду, при котором в определителе D1 последняя 

строка заменена на ,]00[ 21 ff  где 

.)2,1()1( 32123   jmmaf j

j

jj   

Соотношения (17) должны удовлетво-

ряться тождественно по .,,, 2121 ssGG   

В силу этого слагаемые данных ра-

венств, содержащие общий коэффициент a3P 

[11], обращаются в нуль тождественно по пе-

ременным s1, s2 при выполнении по крайней 

мере одной из групп следующих условий [2]: 

• Случай 1: при ;E)()(J tAt              

• Случай 2: при ;0)()( 21  trtr             (18) 

• Случай 3: при 0)(,)()( 3  trtAtA jj  

,)2,1( j  
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• Случай 4: ,0)( 2

22

2

11  rmrmtK  

,0)()(,)(2)()( 21321  tttAtAtA   

• Случай 5: ,0)(,0)(  tmtK j  

     .)2,1(0)(  jtrj  

В равенствах (18) обозначено: E − еди-

ничная матрица, A (t) − собственное значение 

оператора инерции СМС для случая цен-

тральной структурной симметрии системы. 

Ограничения (18) в случае 4 эквива-

лентны условиям ,021  ff  причем 

,)0()2( 65321  AAA      (α) 

поскольку последние условия приводят к ра-

венствам 

.)2,1(0)(2 33   jAAA jj      (19) 

В дальнейшем применяются структур-

ные условия (18) для случая 5, имеющие вид 

.)2,1(0)(,0)(  jtrtm jj       (20) 

Соотношения (17) при условиях (18), 

(20) удовлетворяются тождественно по G1, G2, 

если на управляющей связи [2]  

,)2,1(0  jAG j

r

jj

r

j       (21) 

при которой управляющий вектор λ коллине-

арен оси структурной симметрии СМС, вы-

полняются ограничения (19), приводящие к 

условиям (α). Эти условия, принятые сов-

местно с ограничениями (21), содержатся в 

структурно-динамических соотношениях, 

определяющих существование аналога инте-

грала Ковалевской для СМС [3]. 

При данных структурных условиях со-

отношение (18) для случая 5 в виде K = 0, рас-

сматриваемое при A1 ≠ A3, принимает вид 

,02

2

2

1  rr  откуда ,0)()( 21  trtr  что 

противоречит условиям (20). Следовательно, 

соотношения (17), рассматриваемые при 

условии (18) в случае 5, не выполняются. 

Таким образом, в силу ограничений 

(13), (18), условия [2] 

0)()(  tt λωJG rr
             (β) 

и второго условия (11), полученные структур-

но-динамические условия соответствуют сле-

дующим аналогам случаев существования ин-

теграла вида (14), определяемым соотноше-

ниями (18): центральной структурной сим-

метрии (случай 1); Эйлера–Жуковского (слу-

чай 2 при r3 ≡ 0 согласно условию (11)); Ла-

гранжа (случай 3); Ковалевской (случай 4). 

Из всех приведенных случаев интеграл 

вида (14), независимый по отношению к дру-

гим интегралам данной системы, существую-

щим при указанных условиях, имеет место 

только для обобщенного аналога случая Ко-

валевской [3]. Это утверждение справедливо и 

для интегралов вида 

,)2,1(),,,( 313  jhssGGF j  

однотипных с интегралом вида (14). 

Таким образом, не существует дополни-

тельного первого интеграла, независимого по 

отношению к обобщенному интегралу Кова-

левской, зависящего от двух переменных Gj и 

величин sj  (j = 1, 2, 3). Этот результат допус-

кает обобщение на случай, когда, в противо-

положность условию r3 ≡ 0, имеем r3 ≠ 0. 

Пусть теперь интеграл (6) имеет вид 

.),,,;( 3321 hsGGGtF                (22) 

Тогда, в соответствии с представлением (22) 

соотношение (8) принимает вид 

,0)(

)()( 3





GpΩ

swpkLp qFt
      (23) 

где обозначено 

.)3,2,1()(,)0,,( 12  jp jppww  

Введем ограничение 

,0)(  LptF                     (24) 

которое при L ≡ 0 позволяет от интеграла (22) 

перейти к его стационарной форме: 

,),,,( 3321 hsGGGF                 (25) 

рассматриваемой в дальнейшем. 

К интегралам вида (25) относится 

обобщенный аналог интеграла Горячева [7]:  

hGsnGGG  133

2

2

2

1 4)( ,           (26) 

где (n = const), критериальные условия суще-

ствования которого известны [2]. 

Рассмотрим вопрос о существовании 

дополнительных первых интегралов системы 

уравнений (4), (5) вида (25), независимых по 

отношению к другим интегралам системы. 

Так как равенство (23) является тожде-

ством по переменной s2, то, согласно условию 

(24), имеем 
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,0)()(

,0)(

3122

3131131





qsF

qpkpkF

pW
     (27) 

где вектор )( jWW  определяется равенством 

,)( skGΩW   

в котором .0)(2 ts  

Обозначим 

,,, 331322321131   GmvGmvGmv  

,

,)2(

21122

3311311

kkuQ

kukGaQ




 

введем операторы 

,

],[)(

311332

1221123

qWapkv

pQpQF




 

,2])2(

[],[)(

3212112

1213134

qQapkam

pkakF




    (28) 

332231

122112323311

222321332112

1231322211

12113235

)](

)[()

(])

2([)

2(],[)(

qWuWva

skaQapWkmQv

QvpkvuWkmWkm

aQupkvuWkm

WkaQvF











 

и составим уравнение 

.0)(3  F                        (29) 

Поскольку равенства (27), (29) образу-

ют полную систему независимых уравнений, 

то, аналогично предыдущему, получаем усло-

вия вида (17) (D-условия), составленные для 

операторов (28) и системы уравнений (27), 

(29). Система этих D-условий составляет 

критерий существования дополнительного 

интеграла вида (25). 

Из полученных D-условий, являющихся 

тождествами по ,)3,2,1(, 3 jsG j  следуют 

нижеприведенные аналоги случаев, при кото-

рых эти тождества удовлетворяются в задан-

ном классе программных ограничений: 

• Случай центральной структурной сим-

метрии СМС, определяемый условием (18), 

пункт 1, на управляющей связи (β); 

• Случай Эйлера–Жуковского, определяе-

мый условием (18), пункт 2, при дополни-

тельном условии r3 ≡ 0; 

• Обобщенный случай Лагранжа–

Пуассона, соответствующий условиям (18), 

пункт 3, на управлении (21). 

Ни в одном из этих случаев невырож-

денный интеграл вида (25) не существует. 

Следовательно, интеграл (26) является един-

ственным представителем класса дополни-

тельных первых интегралов вида (25).  

Это утверждение относится также и к 

интегралам вида 

,)2,1(),,,( 321  jhsGGGF j  

однотипным с интегралом (25). 

Если интеграл (6) имеет форму 

,),,,;( 3211 hsssGtF   

то в силу тривиального интеграла системы 

(4), (5) он приводится к интегралу с тремя пе-

ременными вида 

,),,;( 321 hssGtF   

рассмотренному в работе [11]. К этому же ви-

ду приводятся однотипные интегралы вида 

.)3,2(),,,;( 321  jhsssGtF j  

4. Дополнительные интегралы  

с числом переменных более четырех 

Рассмотрим случаи существования до-

полнительных интегралов, содержащих пять и 

шесть переменных .)3,2,1(, jsG jj  

Если интеграл (6) имеет вид 

,),,,,;( 32121 hsssGGtF               (30) 

то в силу тривиального интеграла системы 

(4), (5) он приводится к виду интеграла (9). 

Это же относится и к интегралам вида 

,)2,1(),,,,;( 3213  jhsssGGtF j  

однотипным с интегралом вида (30). 

Пусть интеграл (6) представлен в форме 

hssGGGtF ),,,,;( 21321              (31) 

и является независимым по отношению к ин-

тегралам данной системы уравнений. 

Рассмотрим интеграл (31), определен-

ный на многообразии структурно-динамиче-

ских параметров СМС, для которого вместе с 

равенством (31) существует интеграл [2]: 

.const)()(  HHGs            (32) 

Исключая из соотношения (32) величи-

ну s3 в силу тривиального интеграла, получим 

равенство 

,1 2

2

2

132211 HssGGsGs      (33) 
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также являющееся первым интегралом систе-

мы уравнений (4), (5). Исключая затем из ра-

венства (31) одну из компонент Gj в силу со-

отношения (33) (например, G3), приведем ин-

теграл (31) к виду интеграла (9). 

Аналогичное приведение может быть 

совершено и для интегралов вида 

,)2,1(),,,,;( 3321  jhssGGGtF j   (34) 

однотипных с интегралом (31). 

В случае, при котором интеграл (6) со-

держит шесть переменных ,, jj sG  в силу три-

виального интеграла, существующего для лю-

бых СМС, он приводится к одной из форм ин-

тегралов (31), (34). 

Итак, дополнительный интеграл, содер-

жащий более четырех переменных Gj, sj при 

ограничениях, заданных на допустимом мно-

жестве программных управлений, приводится 

к форме, содержащей по крайней мере четыре 

данных переменных. Следовательно, допол-

нительный первый интеграл системы уравне-

ний (4), (5) с числом заданных переменных 

более четырех, независимый по отношению к 

остальным первым интегралам этой системы, 

не существует. 

Заключение 

Классическая задача о нахождении 

условий существования дополнительного ал-

гебраического интеграла системы уравнений 

Эйлера–Пуассона для неизменяемого твердо-

го тела была поставлена С.В. Ковалевской.  

Отметим, что первый интеграл системы 

уравнений (6) является алгебраическим, если 

функция F − алгебраическая и, следовательно, 

может быть представлена в виде линейной 

комбинации полиномов различных степеней 

от переменных ].13,12[)3,2,1( jsG jj  

Задача о существовании многообразия 

дополнительных по Уиттекеру [4] алгебраи-

ческих интегралов уравнений движения СМС, 

содержащего неполное количество (менее ше-

сти) определяющих переменных, включает 

несколько случаев, соответствующих числу 

выделенных переменных.  

Эти случаи, рассмотренные в работе 

[11] и в настоящей статье, объединены единой 

парадигмой, устанавливающей общую карти-

ну построенного интегрального многообразия 

уравнений движения СМС в классе задач, от-

носящихся к однородному полю силы тяже-

сти.  

В результате проведенного анализа 

установлены следующие типы алгебраиче-

ских первых дополнительных интегралов. 

Интегралом, содержащим четыре пере-

менные, образующие пары величин Gj, sj с 

одинаковыми индексами j = 1, 2, 3, является 

обобщенный аналог интеграла Ковалевской 

[3]. Других первых интегралов данного вида, 

независимых по отношению к этому интегра-

лу, данная система уравнений не имеет. 

Интегралом, содержащим четыре пере-

менные: три величины Gj и одну sj, является 

обобщенный аналог интеграла Горячева [7]. 

Других первых интегралов этого вида, неза-

висимых по отношению к данному интегралу, 

исходная система уравнений не имеет. 

Интегралы, зависящие от одной из ве-

личин Gj и трех переменных sj, не сущест-

вуют.  

Дополнительные первые интегралы, со-

держащие более четырех переменных Gj, sj, на 

непустом непрерывном множестве программ-

ных ограничений, не существуют. 

Таким образом, для системы уравнений 

(4), (5) на допустимом структурно-динамиче-

ском ограничении не существуют новые до-

полнительные алгебраические первые инте-

гралы, содержащие четыре и более перемен-

ных, независимые по отношению к упомяну-

тым выше. К таким интегралам относятся 

обобщенные аналоги классических первых 

интегралов Ковалевской и Горячева [3, 7]. 

Аналогичная задача для неизменяемого 

твердого тела постоянного состава массы и 

неизменяемой конфигурации в традиционно 

принятой классической постановке рассмот-

рена в монографии [13], а также в статье [14]. 
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