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Решается задача коррекции управляемого полета точки, движущейся в однородном поле 

тяжести и испытывающей сопротивление, пропорциональное квадрату скорости. Коррекция 

осуществляется путем введения дополнительного управления, на которое наложены гео-

метрические ограничения в форме выпуклого компактного множества. В предположении, 

что область достижимости вспомогательного линейного динамического объекта содержит 

начало координат, была решена задача на быстродействие по выводу корректируемого 

движения на базовую траекторию. 
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Введение  

Данная статья продолжает цикл иссле-

дований, представленный в работах [3–6]. 

Решается задача коррекции управляемого по-
лета точки, движущейся  в однородном поле 

тяжести и испытывающей сопротивление сре-

ды, пропорциональное квадрату скорости. 

Начальные условия полета точки заданы при-
близительно. Их точные значения становятся 

известными только в момент старта. В связи с 

этим базовый закон управления точкой, реа-
лизующий базовый закон движения точки 

(т.е. отвечающий вероятным начальным усло-

виям) требует коррекции.  
Коррекция осуществляется путем вве-

дения дополнительного управления, которое 

входит в дифференциальные уравнения дви-

жения точки аддитивно базовому управле-
нию. Закон изменения дополнительного 

управления определяется из условия обраще-
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ния в ноль фазового вектора некоторого 

управляемого линейного объекта, динамика 
которого описывается дифференциальными 

уравнениями движения точки, линеаризован-

ными в окрестности пары "базовое управление, 
базовое движение". При наличии геометриче-

ских ограничений на дополнительное управле-

ние задача обнуления фазового вектора линей-
ного объекта в заданный момент времени мо-

жет оказаться неразрешимой. Для этого случая 

в работе [6] она была заменена задачей миними-

зации нормы фазового вектора линейного объ-
екта и успешно решена.  

В данной статье предполагается, что 

начало координат принадлежит области до-
стижимости линейного динамического объек-

та для заданного момента времени.  

С одной стороны это предположение 
позволяет с любой степенью точности при-

близить норму фазового вектора линейного 

объекта к нулю.  

 

mailto:mpu@psu.ru


С. В. Лутманов, О. А. Хотько 

 
 

20 

С другой стороны факт принадлежности 

начала координат области достижимости де-
лает невозможным применение процедуры 

построения оптимального управления из ра-

боты [6]. В настоящей статье приводится ал-

горитм управления линейным объектом, раз-
решающий это противоречие, а также ставит-

ся и решается задача быстродействия по при-

ведению фазового вектора линейного объекта 
в начало координат. 

 

1. Уравнения движения  

управляемой точки и линейный  

динамический объект 
 

В работе [4] были выведены дифферен-

циальные уравнения управляемого полета тя-
желой материальной точки в однородном по-

ле тяжести в среде с сопротивлением, про-

порциональным квадрату скорости ( рис. 1).  

Рис. 1 
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Выпишем дифференциальные уравне-

ния линейного управляемого динамического 
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2. Наведение фазового вектора  

линейного динамического объекта  

на начало координат 
 

Символом  0 ,t T  обозначим множе-

ство всех допустимых программных управле-

ний, удовлетворяющих условию 

   0, ,u t P t t T  . 

Символом 

    0

0 0, , ,q q t q u     

обозначим движение линейного динамическо-

го объекта (2), выходящего из начального по-

ложения  0 0,t q  и порожденного программ-

ным управлением    0 ,u t T  . Поставим 

задачу о наведения фазового вектора линей-

ного динамического объекта на начало коор-

динат в момент времени  1 0 ,t t T . 

Задача 1. Определить программное 

управление 

   0

0 1,u t t    

такое, что 
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Определение 1. Множество 
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называется областью достижимости управ-

ляемого линейного динамического объекта в 

момент времени 
1t  для начального положения 

 0 0,t q . 

Точка 
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где    0 1, , , ,Q t t t t     фундаментальная 

матрица Коши для однородного уравнения 

 q A t q . 

Решение задачи 1 основывается на двух 

утверждениях [1–2]. 

Лемма 1. Пусть  0

0 0 1, , 0t q t  . Тогда 

максимум в равенстве (3) достигается на 

единственном векторе 
0l . 

Теорема 1. Пусть  0

0 0 1, , 0t q t  . То-

гда программное управление  eu  , решающее 

задачу 1, удовлетворяет равенству 
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 0 1,t t t . 

В статье [6] приведен подробный алго-

ритм, реализующий решение задачи 1. 

Во втором случае 
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Здесь момент времени t  определяется 

из условия   0

0 0 1, , , ,0 , 0t q t t q t    , а про-

граммное управление    1, ,eu t t t t  стро-

ится в соответствие с алгоритмом, указанным 
в первом случае, для начального положения 

  0 0, , , ,0t q t t q  .  

Условия леммы 1 и теоремы 1 выпол-

нены и такой способ определения разрешаю-

щего программного управления корректен.  
В силу непрерывной зависимости вели-

чины   0

0 0 1, , , ,0 ,t q t t q t    от момента 

времени t  его всегда можно подобрать так, 

чтобы имело место двойное неравенство 

  0

0 0 10 , , , ,0 , ,t q t t q t           (4) 

где    параметр точности. Заметим, что если 

условие (4) не выполняется для всех 

 0 1,t t t , то  

  0
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 1 0 0, , ,0 0q t t q  , 

и программное управление 

   0

0 10, ,u t t t t    решает задачу 1. 
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Для случая  0

0 0 1, , 0t q t   поставим и 

решим задачу быстродействия по приведению 

фазового вектора линейного объекта в начало 

координат. 

Задача 2. Определить наименьший мо-

мент времени  0 1,t t t  и программное 

управление   0 ,u t t      , удовлетворяю-

щие условию   0 0, , , 0q t t q u    . 

Решение задачи 2 начинается с опреде-

ления момента времени  0 1,t t t  как 

наименьшего корня уравнения 
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Далее строится монотонно возрастаю-
щая последовательность 

1 0, , , 0 ,k kt t t      , 

сходящаяся слева к моменту времени t . Но-

мер k  выбирается из условия  

 0

0 00 , , kt q    . 

Для момента времени 
k  выполнены 

условия леммы 1 и теоремы 1, поэтому для 

него корректно применить алгоритм построе-
ния разрешающей программной стратегии 

   0, ,e

ku t t t   для начальных условий 

 0 0,t q .  

Управление    0, ,e

ku t t t   принима-

ется за решение задачи 2. 

 

3. Численный эксперимент 

Изложенная выше теория иллюстриру-
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q60 = -20,5954 м/сек. 

Принятые числовые данные совпадают 

с соответствующими данными из работы [6]. 

Из той же работы берутся базовое программ-
ное управление точкой и ее базовый закон 

движения.  

В данной статье принимается 
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минимизирующее норму фазового вектора 
линейного динамического объекта в момент 

времени 
1t . 

Коррекция движения управляемой точ-

ки достигалась путем добавления управления 

 0u   к базовому управлению на промежутке 

времени  0 1,t t   

Ниже приведены графики (см. рис. 2–4) 

изменения геометрических координат управ-
ляемой точки, иллюстрирующие ее выход на 

базовую траекторию в момент времени 

1 5t сек  и дальнейшее ее движение вдоль 

этой траектории вплоть до достижения цели. 

Отклонение от цели составило μ1 = 1.6994 м. 
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Рис. 4 

 

Откорректированное движение точки

Движение вдоль базовой траектории после

отключения ДПУ в откорректированной системе
 

Базовый закон движения с базовым ПУ  
Неоткорректированное движение  
 
При решении задачи 2 было найдено 

наименьшее время τk = 4.3 сек. выхода фазо-

вого вектора линейного объекта в 

 0

0 0, , kt q   окрестность начала координат. 

При этом имело место двойное неравенство. 
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ки достигалась путем добавления управления 
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времени  0 , kt    

Ниже приведены графики (см. рис. 5–7) 

изменения геометрических координат управ-

ляемой точки, иллюстрирующие ее выход на 

базовую траекторию в момент времени τk = 
4.3 сек и дальнейшее ее движение вдоль этой 

траектории вплоть до достижения цели.  

Отклонение от цели составило μ2 = 

2.0214 м. 
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Заключение 

В работе решена задача коррекции по-
лета тяжелой материальной точки при нали-

чии геометрических ограничений на дополни-

тельные управления для случая, когда область 
достижимости линейного динамического объ-

екта содержит начало координат.  

Предложено два варианта решения за-

дачи. В первом варианте дополнительное 
управление включается в тот момент времени, 

для которого начало координат выходит из 

области достижимости, оставаясь при этом в 
ее малой окрестности. Во втором решается 

задача быстродействия по выводу фазового 

вектора линейного объекта в малую окрест-
ность начала координат. 

Оба варианта решения задачи доведены 

до конкретных алгоритмов, и их эффектив-

ность проиллюстрирована на числовом при-
мере. 

 

Список литературы 

1. Красовский Н.Н. Теория управления дви-

жением. М.: Наука, 1968. 476 с.  

2. Лутманов С.В. Вариационное исчисление и 
теория оптимального управления в приме-

рах и упражнениях: учеб. пособие. Пермь, 

2010. 200 с. 
3. Лутманов С.В. Об одной методике иссле-

дования управляемой динамической си-

стемы // Вестник Пермского университета. 

Математика. Механика. Информатика. 
2017. Вып. 1(36). С. 13–20. 

4. Лутманов С.В., Хотько О.А. Об одной за-

даче управления тяжелой точкой, движу-
щейся в среде с сопротивлением, пропор-

циональным квадрату скорости // Вестник 

 Пермского университета. Математика. 

Механика. Информатика. 2018. Вып. 3(42). 
С. 69–75. 

5. Лутманов С.В., Хотько О.А. Оптимальная 

коррекция полета тяжелой материальной 
точки в среде с сопротивлением, пропор-

циональным квадрату скорости // Пробле-

мы механики и управления: межвуз. сб. 
науч. тр. Пермь, 2018. Вып. 50. С. 33–45. 

6. Лутманов С.В., Хотько О.А. Коррекция 

полета тяжелой материальной точки в сре-

де с сопротивлением при наличии геомет-
рических ограничений на дополнительные 

управления // Вестник Пермского универ-

ситета. Математика. Механика. Информа-
тика. 2019. Вып. 3(46). С. 56–64. 

 

Conclusion of a heavy material point  

to the base trajectory subject to geometric  

constraints on additional controls  
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The article solves the problem of correcting controlled flight of a point moving in a uniform gravi-

ty field and experiencing resistance proportional to the square of the speed. Correction is carried 

out by introducing additional control, which imposes geometric restrictions in the form of a con-

vex compact set. Under the assumption that the reachable region of the auxiliary linear dynamic 

object contains the origin, the fast-action problem was solved by deriving the corrected motion to 

the base trajectory.  
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