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1. Основные предпосылки  

Объектом рассмотрения является гиро-
стат, движущийся относительно неподвижно-

го полюса О в однородном постоянном маг-
нитном поле (МП) с вектором напряженности 

H. Гиростат несет систему твердых симмет-

ричных роторов, вращающихся с постоянны-
ми заданными скоростями, и постоянных 

магнитов (ферромагнетиков) с результирую-

щим собственным магнитным моментом I [1]. 
Силовые линии МП − параллельные 

прямые с направляющим ортом s, неизменно 

ориентированном в заданном направлении 
относительно инерциального пространства. 

Внешняя поверхность носителя (абсо-

лютно твердого тела) содержит статически 
распределенные электрические заряды, плот-

ность распределения которых является произ-

вольной заданной функцией (класса 
C ) то-

чек наэлектризованной поверхности.  

Распределение электрических зарядов 

является неизменным (без перетекания в об-
ластях распределения), а все заряды − одно-

именными (изоэлектростатическая базовая 

модель) [2]. 
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При движении гиростата в МП ввиду 

переноса электрических зарядов вместе с но-

сителем относительно инерциального про-
странства индуцируется поле сил Лоренца, ко-

торое в совокупности с МП образует комби-

нированное силовое поле (КСП). Задача о пер-
манентном вращении гиростата в КСП рас-

сматривалась ранее в работе [3]. 

Далее предполагается, что: 
− гиростат в общем случае кинетически 

асимметричен, а его результирующий гиро-

статический момент постоянен; 
−  центр инерции гиростата совпадает с 

центром системы электрических зарядов, а 

его главные оси инерции − с главными осями 
электрического эллипсоида (термин [2]). 

2. Предварительные положения 

Введем координатные правые ортобази-

сы с общим началом в полюсе О: неподвиж-

ный ,)( jOzZ  одна из осей которого имеет 

направляющий орт s, и базис ,)( jOxX  неиз-

менно связанный с носителем, оси которого 

направлены по главным в полюсе О осям тен-
зора инерции гиростата. 

Обозначим: Aj − собственные значения 

оператора инерции гиростата − элементы 
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матрицы ;),,( 321 AAAdiagA  )( jω  − аб-

солютная угловая скорость носителя; )( jkk  − 

постоянный гиростатический момент относи-

тельно базиса )(; jrX r  − радиус-вектор те-

кущей точки области )(,)(; jj IsV IIss   

(j = 1, 2, 3). Все координатные элементы здесь 

и всюду далее заданы в координатных осях 

базиса X. 
Электростатические параметры носите-

ля гиростата определяются величиной по-

верхностной плотности σ статического рас-
пределения электрических зарядов по области 

V его внешней поверхности, величиной сум-

марного поверхностного электрического за-
ряда Q, а также тензором электрического за-

ряда с матрицей ),,( 321 DDDdiagD  (в 

главных осях электрического заряда). 

Введем электростатические параметры 


V

VdxxxQ ,),,( 321  

.)3,2,1(2

 
V

jj jVdxD   

Величины Dj являются аналогами соот-

ветствующих планарных моментов инерции 

[4, с. 267] материальной поверхности с плот-
ностью распределения массы σ по области V. 

Совокупность всех величин Dj  при наличии 

одноименных электрических зарядов полно-
стью определяет электрический эллипсоид, 

заданный в главных координатных осях. При 

данных предпосылках эллипсоид инерции ги-
ростата и его аналог − электрический эллип-

соид − представляются соосными однозначно 

определенными гомотетическими фигурами. 
Результирующий механический момент 

относительно полюса О сил внешнего МП   

[1, c. 259, 310]: 

)( sHHIL mM   

в проекциях на оси базиса X  определяется со-

отношениями 

.)3,2,1()( 23321 sIsImLM          (1) 

Здесь I − результирующий собственный маг-
нитный момент, m ≠ 0 − постоянный харак-

терный магнитный параметр [1]. 

Главный момент сил Лоренца 
L  [2] 

относительно полюса О в проекциях на оси 
базиса X  устанавливается равенствами 

,)3,2,1()( 2323231 sDsDlL         (2) 

где l − постоянный коэффициент [2]. 

При заданных предпосылках движение 

гиростата под действием результирующих си-
ловых моментов (1), (2) определяется систе-

мой уравнений 

)()(

)(

2332232323

3223322311

sIsImsDsDl

kkAAA








   (3) 

,)3,2,1(  

к которой следует присоединить систему ки-
нематических уравнений Пуассона, образуя 

определяющую объединенную систему. 

Для перманентного движения, в кото-
ром всегда 

,);(,, consteωeωes           (4) 

объединенная система уравнений (3) согласно 
условиям (4) приводится к виду 

.)3,2,1()(

)()(

2332

322332
2

23

eIeIm

ekekeeBB



 
       (5)  

Здесь обозначено 

,)3,2,1(1
jjj DlAB               (6) 

e − орт оси перманентного вращения (ОПВ).  
В равенствах (4)−(6) и всюду далее 

принимается ω ≠ 0 (если иное не оговорено). 

Сопоставим перманентное движение 
реального гиростата, подчиняющееся опреде-

ляющей объединенной системе уравнений (3), 

его перманентному вращению, характеризуе-
мому уравнениями (5). Тогда главные приве-

денные моменты инерции гиростата Bj, опре-

деляемые равенствами (6), являющиеся эле-
ментами матрицы гипотетического тензора 

инерции B = diag (B1, B2, B3), играют роль 

эффективных моментов инерции некоторого 
гипотетического приведенного гиростата. 

Обозначим: 




 
3

1

21211 ,)()()(
j

jjjjj eeIBBP IeeBe  
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1

21212 ,)()()(
j

jjjjj eekBBP keeBe  





3

1

3 ,)()(
j

jj eQP kIee            (7) 

.)3,2,1(1221   jkIkIQ jjjjj  

Здесь и всюду далее значения индекса j 
не должны превышать числа r = 3, что в ином 

случае достигается вычитанием этого числа.  
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2. Геометрия осей перманентных 

вращений  

Введем поверхность четвертого 

порядка:  

,0)()()]([)( 32
2

1  eeee PPPmF       (8)  

заданную в пространстве координат ej  (j = 1, 

2, 3) (e-пространстве). Конус ОПВ определя-

ется сферической кривой S, полученной в ре-
зультате пересечения единичной сферы, 

находящейся в e-пространстве: 

,12e  

с характерной поверхностью (8) [5]. 
Для каждой точки кривой S введем не-

тривиальную векторную базовую триаду [6]: 

,)(,, 321 IenkeneBen  m   (9) 

где векторы nj  − отличные от нуля и неколли-

неарные. Тогда для любой точки этой кривой 

существует ось с направляющим ортом e, 
совпадающая с ОПВ, при скорости 

.
)(

)(

)(

)(

1

3

2

1

e

e

e

e

P

P

P

P
m                    (10) 

При этом ненулевые векторы I, k не должны 

быть коллинеарными. 

Для определенности далее положим 

.)3,2,1(0

,0),,,(,

2

31321





jQ

QQkIBBB jj
      (11) 

Путем элементарного анализа динамики 

перманентного движения, совершаемого ги-
ростатом, с учетом соотношений (10), (11) 

приходим к следующим утверждениям. 

Конусом ОПВ (конусом Штауде [7,     
c. 144]) является линейчатая поверхность − 

конус второго порядка 0)(1 eP  в координат-

ном e-пространстве. Здесь P1 > 0 и P1 < 0 для 
внутренних и внешних точек этого конуса, 

соответственно. 
Геометрическим множеством ОПВ ги-

ростата, движущегося по инерции, является 

конус второго порядка с уравнением P2 = 0. В 
этом случае так же, как и в предыдущем,       

P2 > 0 и P2 < 0 для внутренних и внешних то-

чек конуса, соответственно. Это движение яв-
ляется модельным аналогом движения гиро-

стата в однородном поле силы тяжести [8]. 

Пусть приведенный гиростат обладает 
центральной кинетико-электростатической 

симметрией с центром в полюсе О. Тогда 

,EB B                             (12)  

где E − единичная матрица. В этом случае со-
гласно равенствам (10), (12) для любых век-

торов I, k, e имеем 0121  nPP  и равен-

ства (10) не имеют места. 

Таким образом, условие (12) определяет 
особый случай перманентного движения гиро-

стата, при котором конус ОПВ в e-

пространстве вырождается в плоскость с 

уравнением .0)(3 eP  Если ),,( 321 NNNN  − 

нормальный вектор этой плоскости, то P3 > 0 

и P3 < 0 для ее точек, расположенных на сто-
роне, обращенной в сторону вектора N и в 

противоположную сторону, соответственно. 

Введем в e-пространстве прямые L1, L2, 
L3, проходящие через полюс О следующим 

образом: прямая L1 задается направляющими 

косинусами 

)13(,)(

),3,2,1()(

3

1

2
2

2
1

2
21

2

1
2112













j

jjjj

jjjjj

NNBBK

jKNNBBe

  

прямая L2 проходит через точку (I1, I2, I3), а 
прямая L3 − через точку (k1, k2, k3). 

Конусы ОПВ P1, P2 содержат четыре 

общие образующие, прямую L1 с параметрами 
(13) и оси координатного базиса X. При этом 

плоскость P3 пересекает конус P1 по прямой 

L2, а конус P2 − по прямой L3 и оба конуса од-
новременно − по прямой L1. 

Линии пересечения поверхностей Pj      

(j = 1, 2, 3) (7), (8) с единичной сферой явля-
ются характерными кривыми, определяющи-

ми возможные движения ОПВ в e-

пространстве. Устанавливаются следующие 
свойства. 

Характерная поверхность F с уравнени-

ем (8) проходит через прямые L1, L2 и оси Oxj. 
Эта же поверхность касается конуса ОПВ P2 

вдоль осей Oxj, являющихся линиями пересе-

чения конусов P1, P2. В силу этого вдоль дан-
ных осей поверхность F переходит с одной 

стороны конуса P1 на другую его сторону. 

При этом поверхность F касается плоскости 
P3 вдоль прямой L2.  

Точки прямой L1 обладают характерным 

свойством, при котором нормаль к поверхно-
сти F не является определенной. В силу этого 

точки данной прямой в определенном смысле 
являются сингулярными. 

Уравнение (8) устанавливает области 

расположения поверхности F (8) в e-
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пространстве: по одну сторону плоскости P3 

эта поверхность находится целиком внутри 
конуса P2, а по другую сторону данной плос-

кости эта поверхность расположена целиком 

вне конуса P2. Переход с одной стороны 
плоскости P3 на другую реализуется вдоль 

прямой L1. 

В пределе при 0k  поверхность F 

непрерывно переходит в конус Штауде, а ко-

нус P2 и плоскость P3 исчезают. В случае, при 

котором I → 0 (или ,)k  конус P1 (или 

P2) и плоскость P3 остаются неизменными. 
Если I → 0, то конус P1 и плоскость P3 в пре-

деле исчезают, а поверхность F переходит в 

пределе непрерывно в конус P2. 
Пусть 1–2, 3–4, 5–6 − парные точки пе-

ресечения кривой S с координатными плоско-

стями базиса X. Тогда ОПВ, проходящим че-

рез эти точки, при 0321 kkk  соответствуют 

скорости с величинами 

,),,(),,( 132654321  m      (14) 

где обозначено .)3,2,1(1   jkI jjj  

Для некоторых точек сферической кри-

вой S соотношения (10) не применимы, по-
скольку перманентные вращения, соответ-

ствующие этим точкам, являются неопреде-

ленными. Такими критическими точками яв-
ляются парные точки p1,  p2, p3, образованные 

пересечением единичной сферы с прямыми 

L1, L2 и осью Oxj (здесь значение j фиксирова-
но), соответственно.  

Рассмотрим свойства некоторых част-

ных случаев перманентного вращения гиро-
стата и их геометрические особенности. 

3. Критические случаи  

перманентного вращения 

Предположим, что гиростат совершает 
перманентные вращения вокруг осей, соот-

ветствующих критическим точкам. 

Для парной точки p3 согласно равен-
ствам (9) имеем n1 = 0. Пусть для определен-

ности e − орт оси Ox1. Тогда Be = B1e и в силу 

системы динамических уравнений (5) имеем 

,0)()()( 2  IekeeBe m  

откуда 

.0)(  ekI m                      (А) 

Так как 0 Ik  (в силу неколлинеар-

ности векторов-сомножителей), то необходи-
мо Q1 = 0, где Qj определяются равенствами 

(7). В этом случае для ОПВ Ox1 имеем 

,4321     

где скорости 4321 ,    определяются ра-

венствами (14). 
В случае, при котором Q1 ≠ 0 (ось Ox1 не 

находится в плоскости P3), равенство (А) не 

имеет места и ось Ox1 не является ОПВ. 
Без затруднений устанавливается спра-

ведливость следующего утверждения: если ни 

одна из главных осей инерции гиростата Oxj   
(j = 1, 2, 3) не расположена в плоскости P3 

(т.е., если Qj ≠ 0, j = 1, 2, 3), то эти оси заве-

домо не являются ОПВ. Вместе с тем, если в 
плоскости P3 находится одна из главных осей 

инерции Oxj, то остальные главные оси инер-

ции гиростата не являются ОПВ. 
Обозначим 





3

1

2 )(
j

jjj QBBR  

и для дальнейшего положим, что все величи-

ны Bj − различные, причем Q1Q2Q3 ≠ 0. Тогда 
R ≠ 0 и для ОПВ, соответствующим парным 

точкам 1–2, векторы nj, определяемые равен-

ствами (9), коллинеарны. В этом случае ско-
рость ω для ОПВ определяется уравнением 

.0)()( 21
2  Ik PmKPKR          (15) 

Если магнитный центр (МЦ) гиростата 

расположен на конусе P2, то 0)(2 IP  и пар-

ные точки 1–2 совпадают с точками 3–4, 

плоскость P3 касается конуса P1 по прямой L2 

и пересекает конус P2 вдоль прямых L2, L3. 
При этом согласно уравнению (15) скорость 

перманентного вращения  вокруг ОПВ, соот-

ветствующих совпадающим между собой 
точкам 1-2, 3-4, определяется равенствами 

.)(,0 1
1

kPKR 
              (16) 

Таким образом, для ОПВ, соответству-

ющей МЦ гиростата, помимо положения ста-
тического равновесия имеет место и его пер-

манентное вращение со скоростью .0  

4. Случай кинетической симметрии  

гиростата   

Пусть выполняются условия 

.0

,)3,2,1(0,321





Ik

jkIBBB jj
   (17) 

В силу условий (17) гиростат обладает 

осевой магнитно-кинетической симметрией и 

векторы k, I не являются коллинеарными.  
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В этом случае характерная поверхность 

(8) распадается на плоскость 

01 e                       (18) 

и поверхность третьего порядка 

,0)()( 3211
2
3112  ePnenBB           (19) 

где 2131, nn  − величины проекций векторов n3, 

n2 на ось Ox1, соответственно. 

Введем в координатном e-пространстве 

плоскость 

021 n                               (20) 

и положим Q1 ≠ 0. Зададим две группы коор-

динат 

,),,0(,),,0( 23221213  kkQQ   (21) 

где обозначено 

,,

,0),(,

2

3

2

2

2

3

2

2

1

2

1

1

kkQQ 

 




 

и на единичной сфере построим парные точки 
p1, p4, определяемые координатами групп (21), 

соответственно. Парные прямые Op4 далее 

обозначим L4. 
Непосредственной проверкой устанав-

ливается, что поверхность (19) проходит через 

прямые L1, L2, L4 и оси Oxj. Прямые L1 и L4 яв-
ляются линиями пересечения плоскости (18) с 

плоскостями P3 и (20) соответственно. При 

этом сферическая кривая S проходит через 
парные точки p1, p2, p4 и ось Ox1. 

Плоскость P3 касается поверхности (19) 

вдоль прямой L2, так что кривая S касается в 
парных точках p2 линии пересечения плоско-

сти P3 с единичной сферой. Плоскость (20) 

касается поверхности (19) по оси Ox1, в силу 
чего кривая S касается линии пересечения 

плоскости (20) с единичной сферой. Здесь 

критическими точками кривой S являются 
парные точки p1, p2, p4, а также парная точка 

пересечения оси Ox1 с единичной сферой. 

Каждой критической точке кривой S 

при ,02112 nn  где ,)( 1311212 enBBn   соот-

ветствует ось с направляющим ортом e, явля-

ющаяся ОПВ с величиной скорости 

.
)(

12

3

21

31

n

P

n

n
m

e
  

Перманентные вращения относительно 
осей, проходящих через парные точки p4 и 

точки пересечения оси Ox1 с единичной сфе-

рой, не имеют места. Осям, проходящим через 

парные точки p2, соответствует статическое 
равновесие гиростата, а осям, проходящим 

через парные точки p1, при k1 ≠ 0 отвечает 

перманентное вращение со скоростью 

,1 m  

где величина ρ1 соответствует обозначениям 

равенств (14). 
В случае, при котором Q1 = 0, плоскости 

P3 и (20) в e-пространстве совпадают. 

5. Динамика перманентных  

вращений 

Обозначим: eBG   − кинетический 

момент приведенного гиростата, рассматри-

ваемого как твердое тело; )( eIM  mm  − ме-

ханический момент силы внешнего магнитно-

го поля; 2)( eeBM D  − гироскопический 

момент, порожденный вращением приведен-

ного гиростата, рассматриваемого как твердое 

тело; )( ekM k  − гироскопический мо-

мент, генерируемый внутренними движения-

ми приведенного гиростата, где k − гироста-

тический момент. Здесь все вектор-моменты 
отнесены к неподвижному полюсу О. 

Далее рассматривается случай, при ко-

тором все векторы уравновешенной системы 

),,( kDm
MMM  компланарны и располо-

жены в плоскости, ортогональной параллель-

ным силовым линиям внешнего МП. 

Введем плоскость, проходящую через 
ОПВ и центр С параллельных сил МП (α-

плоскость). Применяя базовые положения 

классической теории векторов [9], из преды-
дущего получаем следующее 

Утверждение 1. Если МЦ гиростата не 

находится на ОПВ и гиростатический момент 
не расположен в α-плоскости, а также если 

данная ось может являться ОПВ, то значение 

угловой скорости перманентного вращения 
гиростата является единственной. □  

Обозначим  ,, 4 krnIr  CC m   где 

Cr  можно трактовать как масштабированный 

радиус-вектор МЦ гиростата. Тогда базовый 

вектор n3 в равенстве (9) определяется как 

.)(3 ern  C  

В силу уравновешенности системы век-

торов   вектор rC ортогонален вектору 

.kD
MM   Отсюда при 0,   eω  следует  

.0)()( 43  neneB               (22) 
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Из уравнения (22) находим, что перма-

нентное вращение гиростата необходимо су-
ществует, если выполняется условие 

.0)()( 3  esneB                (23) 

Уравнение (23) показывает, что данная 
ось вращения не совпадает с образующей ко-

нуса P1. В этом случае из уравнения (22) 

непосредственно следует 

.
)(

)(

3

4

neB

ne




p                        (24) 

Вследствие уравновешенности системы 

векторов   имеем ,0)(  kMM
km  откуда, 

аналогично предыдущему имеем 

0)]([ 32  nneB                   (25) 

и перманентное вращение приведенного ги-

ростата возможно при выполнении условия 

.0)()( 22  eneB P  

Это означает, что данная ось вращения 

не совпадает с образующей конуса P2. Тогда 

для скорости перманентного вращения со-
гласно равенству (25) находим 

.
)(

)(

2

3

nBe

nBe




 mq                     (26) 

Соотношения (24), (26) определяют 

скорость перманентного вращения гиростата 
вокруг одной и той же ОПВ и в силу един-

ственности значения ω получаем 

.qp                              (27) 

Из равенства (27) непосредственно сле-
дует уравнение (8), определяющее ориента-

цию ОПВ относительно носителя гиростата в 

осях базиса X.  
Разделим многообразие возможных по-

ложений ОПВ гиростата, определяемое урав-

нением (8), так, чтобы из рассматриваемой ее 
части исключить положения, при которых 

ОПВ совпадает с общей образующей конусов 

P1, P2, а также положения, для которых эта 
ось проходит через МЦ гиростата. Здесь воз-

можны следующие варианты. 

Пусть векторы kDm
MMM ,,  коллине-

арны. Тогда необходимо выполняется условие 
компланарности 

.0)( 4 ne                        (28) 

Условие (28) означает, что ОПВ расположена 
в плоскости P3. 

Предполагаем далее, что ОПВ не про-

ходит через МЦ гиростата. Тогда соотноше-
ние (22), рассматриваемое при условии (28), 

имеет вид 

,0)( 3 neB  

в силу чего для существования значения ω ≠ 0 

перманентного вращения необходимо, чтобы 

выполнялось ограничение 

.0)()( 13  eneB P                   (29) 

Условие (29) означает, что ОПВ совпа-

дает с образующей конуса P1. Из равенства 
(25) аналогичным образом находим 

.0)()( 22  eneB P                  (30) 

Соотношение (30) означает, что ОПВ 
гиростата совпадает с образующей конуса P2. 

Таким образом, согласно полученным свой-

ствам перманентного вращения имеет место 
следующее  

Утверждение 2. Если МЦ гиростата не 

находится на ОПВ и гиростатический момент 
расположен в α-плоскости, то перманентное 

вращение гиростата необходимо существует 

лишь при условии, что ось, направленная па-
раллельно силовым линиям внешнего МП, 

является общей образующей конусов P1, P2. □ 

Рассмотрим случай, при котором общая 
образующая конусов P1, P2 совпадает с коор-

динатной осью Ox1 и направлена параллельно 

силовым линиям внешнего МП. Тогда кине-
тический момент приведенного гиростата, 

рассматриваемого как твердое тело, равен 

,1 eG B  так что .0D
M  Здесь перма-

нентное вращение гиростата возможно, если 

момент m
M  уравновешивается гироскопиче-

ским моментом k
M  циклических внутренних 

движений гиростата. Если при этом n4 ≠ 0 (т.е. 

если векторы kr ,C  не коллинеарны) и гиро-

статический момент не расположен в α-
плоскости, то ось Ox1 не является ОПВ, так 

как векторы km
MM ,  не коллинеарны и их 

результирующий вектор отличен от нуля. 

Таким образом, если плоскость P3 не 
содержит некоторые оси базиса X, то главные 

оси инерции приведенного гиростата не могут 

являться ОПВ.  
В случае, при котором ось Ox1 парал-

лельна силовым линиям внешнего МП, и если 

вектор k расположен в α-плоскости (т.е. если 
плоскость P3 содержит ось Ox1), векторы мо-

ментов km
MM ,  коллинеарны и, следовательно, 
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существует единственное значение скорости 

ω ≠ 0, при котором результирующая этих век-
торов равна нулю. 

При n4 = 0 указанные векторы всегда 

коллинеарны и в силу этого каждая коорди-
натная ось базиса X – главная ось инерции ги-

ростата – может являться ОПВ. 
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The paper deals with permanent motions relative to a stationary pole of the gyrostat, being a carrier 
of surface electric charges in a homogeneous stationary magnetic field. Properties of the motions, 

conditions of their existence, characteristics of axes of permanent rotations are obtained. The mani-

fold of speeds of permanent rotations and the dependence of the structure of this manifold on geo-

metrical parameters of motion are defined. Special cases of permanent rotation, critical cases and 

the case of kinetic symmetry of the gyrostat are discussed.  
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