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Решается задача коррекции управляемого полета точки, движущейся в горизонтальной плоско-

сти и испытывающей сопротивление, пропорциональное квадрату скорости. Коррекция осу-

ществляется путем введения дополнительного управления, обращающего в ноль фазовый вектор 

некоторого виртуального линейного динамического объекта в момент времени, предшествую-
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Введение 

Данная статья продолжает цикл исследо-
ваний, представленный в работах [2–6]. В ней 

решается задача коррекции управляемого поле-

та точки, движущейся  в горизонтальной плос-
кости и испытывающей сопротивление, про-

порциональное квадрату скорости. На плоско-

сти имеется препятствие в форме компактного 

выпуклого множества. Управление точкой про-
изводится на заданном промежутке времени  

посредством силы, приложенной к точке. Цель 

управления – перевести точку из начального 
положения в заданное конечное положение так, 

чтобы избежать столкновения с препятствием.  

В работе [6] подобран базовый закон 
движения точки, удовлетворяющий сформу-

лированным требованиям, и построено базо-

вое управление, реализующее этот закон, в 

предположении, что начальные условия для 
точки являются базовыми.  

В связи с тем, что реальные начальные 

условия для точки не совпадают с базовыми 
начальными условиями, базовое управление 
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требуется корректировать. Коррекция осу-

ществляется путем введения дополнительных 

управлений, которые входят в дифференци-
альные уравнения движения точки аддитивно 

базовому управлению. Закон изменения до-

полнительных управлений определяется из 

условия обращения в ноль фазового вектора 
некоторого виртуального управляемого ли-

нейного динамического объекта в момент 

времени, предшествующий моменту попада-
ния точки в цель.  

Динамика линейного объекта описыва-

ется дифференциальными уравнениями дви-
жения точки, линеаризованными в окрестно-

сти пары "базовое управление, базовое дви-

жение". Обнуление фазового вектора линей-

ного объекта в некоторый момент времени 
означает совмещение в этот момент времени 

корректируемого закона движения точки с 

базовым законом движения. В дальнейшем 
дополнительное управление отключается и, в 

силу теоремы существования и единственно-

сти решения дифференциальных уравнений, 

дальнейший полет точки будет происходить 
по базовому закону движения. 
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В работе [6] задача обнуления фазового 

вектора линейного динамического объекта 
была расширена требованием оптимальности 

дополнительного управления по критерию 

"минимум энергии" [1]. В данной статье оп-

тимизация дополнительного управления про-
изводится по критерию "минимум силы" [1]. 

При этом рассмотрены три случая различных 

видов нормы вектора силы. 

1.  Линейный управляемый  

динамический объект 

Динамика линейного управляемого объ-

екта, получающегося в результате линеариза-

ции исходных уравнений движения точки [6] 

в окрестности пары "базовое управление, ба-
зовое движение", описывается обыкновенным 

векторным дифференциальным уравнением 
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Базовый закон движения точки записы-
вается в виде 
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где коэффициенты 
0 1 2 3, , ,a a a a  определяются 

из условия 
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а  ,x y   точка, достаточно удаленная от 

препятствия.  

Пусть   2

1 0 ,T t T R   и 
4

0x R . 

Символом  0 1,t T  обозначим множество 

всех программных управлений линейным ди-

намическим объектом (1) на промежутке вре-

мени  0 1,t T . Для линейного динамического 

объекта (1) ставится задача оптимального 

управления. 

Задача 1. Определить программное 

управление    0

0 1,u t T  , для которого у 

движения   0

0 0, , ,x t x u   динамического 

объекта (3), порожденного этим управлением, 

обращается в ноль фазовый вектор в момент 

времени 
1T , т. е. имеет место равенство 

  0

1 0 0, , , 0x T t x u   ,  (2) 

и среди других управлений    0 1,u t T  , 

удовлетворяющих условию (2), выделяется 

тем, что минимизирует величину 

 
 

 
0 1,

maxсил
t t T

I u u t


    . (3) 

В монографии [1] критерий (3) носит название 

"минимум силы".  

В статье рассмотрены три вида нормы 
вектора управляющих параметров: 
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Заметим, что для всех перечисленных 
видов норм критерий (3) удовлетворяет сле-

дующим требованиям: 
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Последнее обстоятельство позволяет приме-
нить метод максимина Н.Н. Красовского [1] 

для решения задачи 1. Для проведения чис-

ленных экспериментов принимается 
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2. Решение задачи оптимального 

управления линейным динамическим 

объектом методом максимина 

Пусть    0 1, , , ,X t t t T   фундамен-

тальная матрица Коши для однородной си-

стемы дифференциальных уравнений 
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Решение задачи 1 методом максимина 

осуществляется в три этапа [1].  

1. Определяется норма     на про-

странстве двухмерных интегрируемых век-

тор-функций  
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, определенных на 

промежутке  0 1,t T  из условия 
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2. Ставится и решается задача матема-
тического программирования 
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3. Строится оптимальное управление 

 0u  , как решение следующей задачи на 

максимум:  

     dhu

T

t


1

0

00 ,
 

   
1

0 0

0

1
max ,

сил

T

I u t

u h d



  
   

  . 

Ниже приводится реализация этого ал-
горитма для каждого из видов норм, перечис-

ленных в выражении (4). 
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Во втором пункте алгоритма решается 

задача математического программирования 
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В третьем пункте алгоритма определя-

ется оптимальное управление  
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Ниже на рис. 1 и рис. 2 представлены 

графики компонент оптимального управления 

в функции времени, полученные в численном 

эксперименте. 
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Рис. 1 
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Рис. 2 

Заметим, что норма 
1
  оптимального 

управления  0u   постоянна в течение всего 

процесса управления.  

Действительно, 
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Во втором пункте алгоритма решается 

задача математического программирования 
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В третьем пункте алгоритма определя-

ется оптимальное управление  
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Ниже на рис. 3 и рис. 4 представлены 

графики компонент оптимального управления 

в функции времени, полученные в численном 
эксперименте. 
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Рис. 3 
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Рис. 4 

Заметим, что норма 
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В третьем пункте алгоритма определя-
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Ниже на рис. 5 и рис. 6 представлены 
графики компонент оптимального управления 

в функции времени, полученные в численном 

эксперименте. 
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Рис. 5 
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Рис. 6 

Заметим, что норма 
3
  оптимального 

управления  0u   постоянна в течение всего 

процесса управления.  

Действительно, 
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6. Сравнительный анализ качества 

управления для разных норм  

вектора управления 

В табл. 1 приведены значения критериев 

качества управления на оптимальном управ-
лении, построенном в зависимости от выбора 

нормы вектора управляющих параметров. 

Величины диагональных элементов, как 

это и следовало ожидать, оказались наимень-
шими в соответствующих строках таблицы. 
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В силу погрешностей вычислений при-
вести фазовый вектор линейного объекта точ-

но в начало координат в численном экспери-

менте не удается.  

Из табл. 2 видно, что отклонение этого 

вектора от нуля по каждому из видов нормы 
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A comparative analysis of the quality  

of correcting the flight of a point by the  

"minimum force" criterion for various types 

of norms of the "force" vector  
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The article solves the problem of correcting controlled flight of a point moving in the horizontal 

plane and experiencing resistance proportional to the square of the speed. Correction is carried out 

by introducing additional control, which turns the phase vector of some virtual linear dynamic ob-

ject to zero at the time moment preceding the point hit the target. Optimization of additional control 

is carried out according to the criterion of "minimum force" [1]. Three cases of various types of 

norm of the force vector are considered. A comparative analysis of the quality of management for 

these cases is given. 

Keywords: basic motion; perturbed motion; linearized system of equations; program control; op-

timal control; quality criterion. 
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