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1. Равномерно-разрывные подгруппы 

группы движений трехмерного 

евклидова пространства 

Геометрии, развертывающиеся на любое 

метрическое пространство, можно определять 

и изучать, "склеивая" данное пространство 

при помощи равномерно-разрывной подгруп-

пы группы движений этого пространства. 

Определение 1 [2]. Подгруппа G группы 

движений евклидова пространства называется 

равномерно-разрывной, если существует такое 

положительное действительное число d, что для 

любого Gg∈  и любой недвойной точки Х (Х  

g(X)) выполняется условие    .dXXg   

Орбита любой точки, любой прямой, 

любой плоскости под действием равномерно-

разрывной группы является разрывным мно-

жеством (дискретным множеством). В орбите 

любой точки расстояние между точками огра-

ничено снизу одним и тем же числом d, по-

этому группу называют равномерной.  

                                                        

© Андреева З. И., Шеремет Г. Г., 2020 

Теорема 1. Если движение g содержится 

в равномерно-разрывной группе G и g(X) = X 

хотя бы для одной точки Х, то g есть тожде-

ственное преобразование. 

Доказательство. Предположим, что G – 

равномерно-разрывная группа, G,g∈  суще-

ствует такая точка Х, что g(Х) = Х, но g не яв-

ляется тождественным преобразованием. 

Пусть Y – любая точка, лежащая внутри сфе-

ры   .
2

d
<XY  Тогда          .YXg=YgXg=XY   

Следовательно,   .
2

d
<g(Y) X Отсюда по нера-

венству треугольника         .d<YXg+YXYYg   

Следовательно, по определению 1, g(Y) = Y.   

Итак, любая точка, лежащая внутри сфе-

ры  
2

d
<XY , неподвижна. Внутри этой сферы 

найдутся четыре некомпланарные точки, но 

движение пространства, имеющее четыре не-

компланарные неподвижные точки, является 

тождественным преобразованием.  
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Следствие. Равномерно-разрывная под-

группа группы движений евклидова пространства 

не может содержать центральные симметрии, по-

вороты вокруг оси (в том числе осевые симмет-

рии), симметрии относительно плоскости.  

Очевидно, группа, содержащая только 

тривиальное движение, является равномерно-

разрывной. Остальные равномерно-разрыв-

ные подгруппы группы движений евклидова 

трехмерного пространства будем называть 

нетривиальными. 

Из статьи [1, теорема 7] следует 

Теорема 2. Существует точно 9 нетри-

виальных типов равномерно-разрывных 

групп движений евклидова трехмерного про-

странства. Эти группы имеют следующую 

структуру: 

1) G1 =  
a

T ;     

2)  G2 =    
ba

TT  ,  ab  ;    

3) G3 =      
cba

TTT  , векторы a , b , c  

попарно ортогональны;   

4)  G4 =    αla
RT  , где а ÷ l, 

m




2
 ;             

5) G5 =       αlba
RTT  , а ÷ l, ab  , 

m

π
=α

2
;  

6) G6 = (     
cba

TTT  )× αlR , векторы a , 

b , c  попарно ортогональны, а ÷ l, 
m

π
=α

2
;  

7) G7 =  
aП,

S ,    а ÷ П;   

8) G8 =    
aПb

ST
,

 ,  а ÷ П,  ab  ;  

9) G9 =       
aП,bc

STT  ,  а ÷ П, векторы a , 

b , c  попарно ортогональны. 

Следствие. Существует точно девять 

нетривиальных типов трехмерных про-

странств, развертывающихся на трехмерное 

евклидово пространство. 

2. Общий подход к определению  

геометрий, развертывающихся  

на евклидово пространство 

Пусть Gi – равномерно-разрывная под-

группа группы движений трехмерного ев-

клидова пространства Е3 и пусть F – любая 

фигура в Е3.  

Определение 2. Склеиванием орбиты  

{Gi(F)} называется результат отождествления 

всех элементов орбиты {Gi(F)}. 

С помощью этой операции определяются 

точки, прямые и плоскости нового пространства 

(которое будем называть пространство, раз-

вертывающееся на Е3 или пространство, полу-

ченное склеиванием Е3 при помощи группы Gi). 

Определение 3. Точкой нового про-

странства (новой точкой) называется резуль-

тат склеивания орбиты любой точки про-

странства Е3. 

Определение 4. Прямой нового про-

странства (новой прямой) называется резуль-

тат склеивания орбиты любой прямой про-

странства Е3, при этом склеиваются орбиты 

всех точек данной эвклидовой прямой. 

Определение 5. Плоскостью нового 

пространства (новой плоскостью) называется 

результат склеивания орбиты любой плоско-

сти пространства Е3, при этом склеиваются 

орбиты всех точек и прямых данной евклидо-

вой плоскости. 

Замечание.  Можно дать другое опре-

деление точек, прямых и плоскостей новой 

геометрии. 

Определение 6. Точкой (прямой, плос-

костью) нового пространства называется ор-

бита любой точки (прямой, плоскости) про-

странства Е3. 

Если А – любая точка пространства Е3  и 

Gi(А) – ее орбита, то соответствующую точку 

новой геометрии будем обозначать A  (будем 

также использовать обозначение A = Gi(А)). 

Аналогично, прямую и плоскость, определяе-

мые прямой l и плоскостью П соответственно, 

будем обозначать l и П .  

Определение 7. Пространством, полу-

ченным склеиванием Е3 при помощи группы 

Gi , называется множество всех новых точек, 

прямых и плоскостей. Полученное простран-

ство обозначим Е3
1. 

Пусть A = Gi(А), В = Gi(В).  

Определение 8. Расстоянием между 

точками A = Gi(А), В = Gi(В) называется ми-

нимум расстояний между точками g(A) и h(B), 

где g и h пробегают все движения из группы Gi . 

| A , В | = min |g(A),h(B)|, где g и h пробегают 

все движения из группы Gi . 



Геометрии, развертывающиеся на трехмерное евклидово пространство 

 
 

7 

Определение 9. Движением нового 

пространства называется такое взаимноодно-

значное отображение множества ее точек на 

себя, при котором сохраняются расстояния 

между точками.  

Очевидно, для движений выполняются 

следующие свойства: 

1.  Тождественное преобразование 

множества точек является движением. 

2.  Отображение, обратное движению, 

является движением. 

3.  Произведение двух движений явля-

ется движением. 

4.  Множество всех движений нового 

пространства является мультипликативной 

группой.  

Рассмотрим пространства, соответству-

ющие некоторым равномерно-разрывным 

подгруппам. Очевидно, пространство, полу-

чающееся склеиванием Е3 при помощи триви-

альной равномерно-разрывной подгруппы, 

совпадает с самим пространством Е3 . 

3. Трехмерное цилиндрическое  

пространство 

3.1. Определение цилиндрического  

пространства и его модели 

Трехмерное цилиндрическое простран-

ство получается в результате "склеивания" 

пространства Е3 с помощью группы G1 =  
a

T , 

,a 0  то пространство будем обозначать Е3
1.  

Пусть А – произвольная точка простран-

ства Е3. Орбитой этой точки при действии  

группы G1 является множество точек {… A-2 , A-

1, A0 , A1 , A2 , A3 , A4 …}, где As = (A)T
as

, Zs ∈  

(рис. 1). 

Все точки орбиты лежат на одной ев-

клидовой прямой, параллельной вектору a .  

При этом a=AA +kk 1  для 

любого целого числа к. Если 

все точки орбиты "склеить" 

(отождествить), то в евкли-

довом пространстве  резуль-

тат склеивания можно изоб-

разить любой точкой этой 

орбиты, например точкой А0. 

Евклидов отрезок [AkAk+1] 

"склеится" в окружность 

длины, равной  a .  
Рис. 1 

Пусть П – произвольная плоскость в 

пространстве Е3, перпендикулярная вектору 

a . Ее орбитой при действии группы G1 = 

 
a

T  будет множество (..., П-2, П-1, П0, П1, 

П2, …) параллельных плоскостей, при этом 

каждая плоскость получается из предыду-

щей параллельным переносом на вектор a  

(рис. 2).  

 

Рис. 2 

Плоскости орбиты разбивают все евкли-

дово пространство на слои с параллельными 

краями. Все эти слои склеиваются между со-

бой и склеиваются с любым одним слоем, 

например с (П0П1). При этом все точки плос-

кости П0 склеиваются с соответствующими 

точками плоскости П1. Получаем две модели 

цилиндрического пространства. 

Первая модель. Слой с параллельными 

краями (при этом края слоя склеены при по-

мощи вектора a ). 

Вторая модель. Так как, склеивая слой 

по его краям, мы получаем цилиндрическую 

поверхность в четырехмерном евклидовом 

пространстве, то эта поверхность и будет мо-

делью нового пространства. Этим объясняется 

название нового пространства. 

3.2. Плоскости в цилиндрическом  

пространстве 

Пусть Н произвольная плоскость в про-

странстве Е3.  

Возможны три случая расположения этой 

плоскости относительно вектора a . 
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1. Если плоскость H перпендикулярна 

вектору a , то все плоскости, входящие в ее 

орбиту, склеиваются в одну их них, например 

в саму плоскость П, но никакие две точки 

плоскости H не склеиваются между собой.  

В результате получается сама плоскость 

H. Получаем плоскости 1-го рода – это ев-

клидовы плоскости.  

На первой модели они изображаются 

плоскостями, лежащими в слое (П0П1) и парал-

лельными его краям.  

На второй модели плоскости 1-го рода 

изображаются плоскостными образующими че-

тырехмерного цилиндра. 

2. Если плоскость H параллельна векто-

ру a , то ее орбита состоит из одного элемента 

– самой плоскости H. Если h0 одна из прямых 

этой плоскости, перпендикулярная вектору a , 

то орбита этой прямой разбивает плоскость H 

на полосы с краями, параллельными h0  (рис. 

3). Все эти полосы склеиваются друг с другом, 

например с (h0h1). При этом все точки прямой 

h0 склеиваются с соответствующими точками 

прямой h1.  

В результате этого склеивания получа-

ются трехмерные цилиндры (цилиндрические 

плоскости).  

Получили в цилиндрическом простран-

стве плоскости 2-го рода – цилиндрические 

плоскости.  

На первой модели эти плоскости изоб-

ражаются лежащими в слое (П0П1) бесконеч-

ными цилиндрами с образующими, перпен-

дикулярными вектору a  и радиусом, равным 

 
π

a

2
. 

 

Рис. 3 

3. Если плоскость H не параллельна и не 

перпендикулярна вектору a , то  плоскости ее 

орбиты (... H-2, H-1, H0, H1, H2, H3, ...) пересе-

кают каждую плоскость орбиты  (..., П-2, П-1, 

П0, П1, П2, ...) (рис. 5). 

Линии пересечения разбивают каждую 

плоскость Нк на полосы.  

 

Рис. 4 

При склеивании плоскости Нк склеива-

ются с любой одной из них, например, с 

плоскостью Н0 = Н. Так как все евклидово 

пространство склеивается со слоем (П0П1), то 

результат склеивания полос, полученных на 

плоскости П0,, тоже будет лежать в этом слое.  

 

Рис. 5 

Получим систему полос, у которых 

края, лежащие в плоскости П1, склеиваются с 

соответствующими краями, лежащими в П0. 

На рис. 4 это система полос (... (А0В0C1D1), 

(D0C0M1E1), (E0M0K1F1), ...). При этом склеи-

ваются прямые (D1C1) с (D0C0), (F1M1) c 

(F0M0), (F1K1) c (F0K0). 

Итак, получили в цилиндрическом про-

странстве плоскости 3-го рода.  

На первой модели они изображаются 

описанной системой полос. На второй модели 

их изображениями будут винтовые поверхно-

сти на четырехмерном цилиндре.  
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3.3. Прямые в цилиндрическом пространстве 

Пусть р – произвольная прямая в про-

странстве Е3. Возможны три случая ее распо-

ложения относительно вектора a .  

1. Прямая р параллельна вектору a . 

Орбита этой прямой состоит только из самой 

прямой р. Орбита любой точки этой прямой 

разбивает ее на отрезки. Все эти отрезки скле-

иваются в один (любой из них), например, в 

[A0A1], при этом точки А0 и А1 тоже склеива-

ются. Получается прямая 1-го рода в цилин-

дрическом пространстве. На первой модели 

эта прямая изображается отрезком, перпенди-

кулярным плоскости П0. Концы этого отрезка 

склеиваются и лежат в плоскостях П0 и П1. 

Любая прямая первого рода замкнута и имеет 

длину, равную  a  (рис. 6, а). На второй моде-

ли любая прямая  1-го рода изображается 

окружностью радиуса 
 
π

a

2
. 

 
Рис. 6 

2. Прямая р параллельна вектору a . 

Орбита этой прямой состоит из всех возмож-

ных прямых, которые получаются из р парал-

лельными переносами на векторы, кратных 

вектору a  (рис. 6, б). Все эти прямые склеи-

ваются в любую одну из них, например в р = 

р0. Никакие точки прямой р не склеиваются 

между собой. Получили прямые 2-го рода в 

цилиндрическом пространстве. И на первой и 

на второй моделях эти прямые будут изобра-

жаться евклидовыми прямыми. 

3. Прямая р не параллельна и не пер-

пендикулярна вектору a . Орбита этой прямой 

состоит из всех возможных прямых, которые 

получаются из р параллельными переносами 

на векторы, кратные вектору a . Все эти пря-

мые  лежат в одной евклидовой плоскости Н, 

параллельной вектору a , и склеиваются в 

любую одну из них, например в р = р0 .  

Пусть плоскость Н пересекает плоскости (. 

. . , П-2 , П-1 , П0 , П1 , П2 , . . .) по прямым ( . . . t-2 

, t-1 , t0 , t1 , t2 , . . . ) соответственно. Эти прямые 

разбивают прямую р на отрезки. Эти отрезки 

склеиваются с соответствующими отрезками, 

лежащими в полосе (t0,t1).  

На рис. 6, с В1С  склеивается с В0С1 , CD 

c C0D1 , DE c D0E1 и т.д. При этом склеивают-

ся между собой соответствующие концы этих 

отрезков. На рис. 6, с склеиваются B1 c B0 , C1 

c C0 , D1 c D0 , E1 c E0  и т.д. Получили прямую 

3-го рода в цилиндрическом пространстве.  

На первой модели эта прямая изобража-

ется описанной системой отрезков.  

На второй модели она изображается 

винтовой линией.  

3.4. Свойства прямых и плоскостей  

в цилиндрическом пространстве 

Теорема 3. Через любые две различные 

точки цилиндрического пространства проходят  

1) либо точно одна прямая 1-го рода, 

2) либо точно одна прямая 2-го рода и беско-

нечно много прямых 3-го рода, 

3) либо бесконечно много прямых 3-го рода. 

Доказательство. Пусть A = Gi(А), B = 

Gi(В) – две различные точки цилиндрического 

пространства. Возможны следующие три слу-

чая расположения соответствующих орбит в 

пространстве Е3.  

1. Орбиты Gi(А) и Gi(В) лежат на одном 

носителе. В результате склеивания получается 

одна прямая 1-го рода и только она.  

2. Орбиты Gi(А) и Gi(В) лежат на раз-

ных носителях, но существуют такие Ai  и Bj , 

что прямая Ai Bj перпендикулярна вектору a . 

В этом случае орбита прямой Ai Bj склеивается 

в прямую 2-го рода. Орбиты всех прямых 

АкВs, отличные от орбиты прямой Ai Bj, склеи-

ваются в прямые 3-го рода. 

3. Орбиты Gi(А) и Gi(В) лежат на разных 

носителях и ни одна прямая AiBj не перпендику-

лярна вектору a . В этом случае орбиты всех 

прямых AiBj склеиваются в прямые 3-го рода.  

Теорема 4. Любые две различные пря-

мые 1-го рода не имеют ни одной общей точ-

ки и лежат в одной и только в одной плоско-

сти 1-го рода. 

Доказательство. Прямые первого рода 

получаются при склеивании орбит евклидо-

вых прямых, параллельных вектору a .  
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Каждая из этих орбит состоит из одной 

прямой. Эти прямые в пространстве Е3 будут 

различными и параллельными. Так как пря-

мые орбит не пересекаются, то и данные пря-

мые не имеют общих точек. Через прямые 

этих орбит проходит евклидова плоскость и 

только одна. Орбита этой плоскости состоит 

из одной плоскости и при склеивании дает 

плоскость 1-го рода. 

Теорема 5. Любые две различные пря-

мые 2-го рода не имеют ни одной общей точ-

ки, и через них проходит либо точно одна 

плоскость 2-го рода, либо точно одна плос-

кость 2-го рода и бесконечно много плоско-

стей 3-го рода, либо только бесконечно много 

плоскостей 3-го рода. 

Доказательство. Пусть данные прямые 

получаются склеиванием орбит Gi(р) = ( . . . 

,p-2 , p-1 , p0 , p1 , p2 , . . . ) и  Gi(q) = ( . . . , q-2 , 

q-1 , q0 , q1 , q2 , . . .). Так как  pi ┴ a  и  qj ┴ a , 

то ни одна прямая pi  не пересекается ни с од-

ной qj. Следовательно, данные прямые не 

имеют общих точек. Если орбиты Gi(р) и Gi(q) 

лежат в одной плоскости, то эта плоскость 

перпендикулярна вектору a  и при склеива-

нии определяет одну плоскость 2-го рода. Ес-

ли орбиты Gi(р) и Gi(q) не лежат в одной 

плоскости, то для орбит плоскостей, прохо-

дящих через pi  и qj , возможны да случая.   

1) Найдется орбита, плоскости которой 

перпендикулярны вектору a  (очевидно, такая 

орбита может быть только одна). При склеива-

нии эта орбита даст плоскость 2-го рода. 

Остальные орбиты определят плоскости 3-го 

рода. 

2) Плоскости всех орбит не перпендику-

лярны вектору a . При их склеивании полу-

чатся только плоскости 3-го рода. 

Теорема 6. Любые две различные прямые 

3-го рода либо не имеют ни одной общей точки, 

либо имеют бесконечно много общих точек. Че-

рез любые две различные прямые 3-го рода про-

ходит либо одна плоскость 1-го рода, либо бес-

конечно много плоскостей 3-го рода. 

Теорема 7. Любые две прямые 1-го и 2-

го родов (1-го и 3-го родов) либо не имеют ни 

одной общей точки, либо имеют точно одну 

общую точку.  

Такие прямые либо определяют точно 

одну плоскость 1-го рода, либо не лежат ни в 

какой одной плоскости.  

Теорема 8. Любые две прямые 2-го и 3-

го родов либо не имеют ни одной общей точ-

ки, либо имеют бесконечно много общих то-

чек. Такие прямые либо определяют точно 

одну плоскость 1-го рода, либо не лежат ни в 

какой одной плоскости.  

Теорема 9. Любые две различные плос-

кости 1-го рода либо не имеют ни одной об-

щей точки, либо имеют точно одну общую 

прямую 2-го рода. 

Теорема 10. Любые две различные 

плоскости 2-го рода не имеют ни одной общей 

точки. 

Теорема 11. Любые две различные 

плоскости 3-го рода либо не имеют ни одной 

общей точки, либо имеют точно одну общую 

прямую 3-го рода. 

Теорема 12. Любые две плоскости 1-го 

и 2-го родов либо не имеют общих точек, либо 

имеют общую прямую 2-го рода. 

Теорема 13. Любые две плоскости 1-го 

и 3-го родов либо не имеют общих точек, либо 

имеют общую прямую 3-го рода. 

Теорема 14. Любые две плоскости 2-го 

и 3-го родов либо не имеют общих точек, либо 

имеют общую прямую 2-го рода. 

Теорема 15. Любая плоскость 1-го рода 

содержит прямые 1-го, 2-го и 3-го родов. Лю-

бая плоскость 2-го рода содержит только пря-

мые 2-го рода. Любая плоскость 3-го рода со-

держит прямые 2-го и 3-го родов.  

Теорема 16. Через любые две различные 

прямые проходит 

1) либо точно одна плоскость первого рода, 

2) либо точно одна плоскость второго рода и 

бесконечно много плоскостей третьего рода, 

3) либо бесконечно много плоскостей третье-

го рода. 

3.5. Расстояние между точками  

в цилиндрическом пространстве.  

Угол между прямыми 

Пусть A и В – любые две точки в ци-

линдрическом пространстве и G1(A) ={…A-2, 

A-1, A0 , A1, A2 , A3 , A4 …},  G1(B) ={…В-2, В-1, 

В0 , В1, В2 , В3 , В4 …} соответствующие им 

орбиты точек в пространстве Е3 .  

В пункте 2 было определено расстояние 

между точками в любом пространстве, развер-

тывающемся на евклидово пространство, а 
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именно    ji B,Amin=B,A , где Ai , Bj пробегают 

все точки орбит G1(A) и G1(B) соответственно.  

Свойства расстояний между точками 

10. Для любой упорядоченной пары точек 

цилиндрического пространства расстояние 

между ними определено и однозначно. 

20.   0B,A  для любых точек A  и В . 

При этом   0=B,A  тогда и только тогда, ко-

гда A = В . 

30. Для любой точки  AGAi 1  найдется 

такая точка  BGB j 1 , что    
ji B,A=B,A .  

40.    A,B=B,A  для любых точек A  и В .  

50.      C,AC,B+B,A   для любых точек 

A , В  и C . 

Если {... p-2 , p-1, p0 , p1, p2 , ...} и {... q-2, 

q-1 , q0 , q1 , q2 , ...} – орбиты двух прямых p и q 

пространства Е3, то углы между прямыми  pi и 

qj для любых i и j не зависят от  i  и j и равны 

углу между прямыми p и q. Отсюда  

Определение 11. Углом между пря-

мыми в цилиндрическом пространстве назы-

вается угол между соответствующими им ев-

клидовыми прямыми.  

Определение 12. Две прямые цилин-

дрического пространства называются орто-

гональными (перпендикулярными), если 

угол между ними равен 900.  

Свойства перпендикулярных прямых 

в цилиндрическом пространстве 

1. Любая прямая первого рода и любая 

прямая второго рода перпендикулярны. 

2. Через любую точку проходят беско-

нечно много прямых, перпендикулярных дан-

ной прямой первого рода. Все они лежат в 

одной плоскости второго рода.  

3.6. Движения цилиндрического  

пространства 

Обозначим М – множество орбит всех 

точек пространства Е3 при действии группы 

G1 =  
a

T . Пусть G* множество всех движений 

пространства Е3, при которых орбита любой 

точки преобразуется снова в орбиту некоторой 

точки (т.е. относительно которых инвариант-

но множество М). Очевидно, G* является 

группой. В эту группу входят  

1) все параллельные переносы простран-

ства Е3 (в частности в группу G* входит 

группа G1 =  
a

T ); 

2) все центральные симметрии простран-

ства Е3;  

3) все повороты пространства Е3 относи-

тельно осей, параллельных вектору a , в 

том числе осевые симметрии относительно 

таких осей; 

4) все осевые симметрии пространства Е3 

относительно осей, перпендикулярных век-

тору a ; 

5) все скользящие симметрии, оси которых 

параллельны вектору a ; 

6) все скользящие симметрии, оси которых 

перпендикулярны вектору a ; 

7) все симметрии пространства Е3 относи-

тельно плоскостей, параллельных вектору a ; 

8) все симметрии пространства Е3 относи-

тельно плоскостей, перпендикулярных век-

тору a ; 

9) все произведения перечисленных выше 

движений.  

Теорема 17. Группа G1 =  
a

T  является 

инвариантной подгруппой в группе G*.  

Доказательство. Для доказательства 

достаточно проверить, что  aa TgTg   1
 

для любого частного вида движений из груп-

пы G*. Действительно, 
*1 GT=TTT

abab


; 

*GT=RTR
a

ε

la

α

l 
 (здесь al || ); 

*1 GT=STS
alal 



  (здесь l перпендикуляр-

на a ); 
*1 GТ=SТS

аПаП 
 (здесь П парал-

лельна a ). так, G1 =  
a

T  является инвари-

антной подгруппой в группе G*.  

Теорема 18. Любое движение из группы 

G* определяет движение цилиндрического 

пространства.  

Доказательство. Пусть 
*Gg .  

Зададим отображение gц множества то-

чек цилиндрического пространства на себя по 

правилу Gц (Gi(А)) = Gi(А
1) тогда и только то-

гда, когда g (А) = А! для любой точки Gi(А). 

Очевидно, gц есть однозначное отображение 

множества точек цилиндрического простран-

ства на себя.  
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Так как g является движением про-

странства Е3, то 
11BAAB   для любых то-

чек пространства Е3, то 
11minmin jiji BABA   

для любых точек орбит точек  А, В, А1, В1.  

Следовательно,          11 BG,AG=BG,AG iiii , 

т.е. gц сохраняет расстояние между точками. 

Следовательно, gц является движением ци-

линдрического пространства. 

Теорема 19. Все элементы группы G1 = 

 
a

T  и только они определяют тождественное 

преобразование цилиндрического пространства.  

Теорема 20. Любое движение цилин-

дрического пространства порождается неко-

торым движением из группы G*.  

Обозначим группу движений цилин-

дрического пространства Gц. Из теорем 17–20 

вытекает 

Теорема 21. Группа движений цилин-

дрического пространства изоморфна фактор-

группе группы движений трехмерного евкли-

дова пространства по подгруппе G1 =  
a

T . 

Частные виды движений, входящие в 

группу G*, определяют и частные виды дви-

жений цилиндрического пространства.  

1. Параллельные переносы 
b

T  опреде-

ляют сдвиги по прямым 1-го, 2-го или 3-го 

рода, если вектор b  параллелен вектору a , 

перпендикулярен a , или не параллелен и не 

перпендикулярен a  соответственно. 

2. Центральные симметрии определяют 

центральные симметрии цилиндрического 

пространства. 

3. Осевые симметрии Sl евклидова про-

странства определяют в цилиндрическом про-

странстве осевые симметрии относительно пря-

мой 1-го или 2-го рода, если l параллельна или 

перпендикулярна вектору a  соответственно. 

4. Симметрии SП евклидова пространства 

определяют в цилиндрическом пространстве 

симметрии относительно плоскости 1-го или 

2-го рода, если П параллельна или перпенди-

кулярна вектору a  соответственно.  
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