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Введение 

Логика предикатов первого порядка как 
расширение логики высказываний использует 

кванторы общности и существования по 

предметным переменным [1–4]. Квантор су-

ществования может быть заменен на дизъ-
юнкцию по предметной области, возможно 

бесконечную. Квантор общности может быть 

заменен на конъюнкцию по предметной обла-
сти, возможно бесконечную. При помощи та-

кой интерпретации на занятиях по математи-

ческой логике доказываются правила пере-

становки двух кванторов [5, 6]. Вызывает ин-
терес вопрос особенностей перестановок трех 

кванторов и методика объяснения этих правил 

на практических занятиях. 

1. Один квантор 

Пусть дана высказывательная форма 

"Решать задачи", которой соответствует 

двухместный предикат, например, ( , )P x y . 

Рассмотрим  суждение: "Хотя бы один сту-

дент решает задачи" и возьмем два множества 
– студентов, состоящее всего из двух человек 

{1,2}xM   и множество задач, состоящее все-

го из двух задач. {1,2}.yM   
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Меньше брать нельзя – не получится 
дизъюнкция и конъюнкция. Больше – будут 

сложные выражения. Получаем формулу для 

заданного суждения: 

( , ).xP x y                                (1) 

Далее получаем интерпретацию на вы-

бранной предметной области: 

( , )

(1, ) (2, ).

xP x y

P y P y

 

 
                       (2) 

Видим, что, поскольку формула (1) не за-

мкнута, при подстановке конкретных задач 

можно получить либо истинное (если студенты 
№ 1 и № 2 решают задачу № 1 или № 2), либо 

ложное высказывание (если студенты № 1 и № 

2 не решают задачу № 1 или № 2). Аналогично 
анализируем суждение "Хотя бы одна задача 

решается студентами", получаем формулу  

( , )

( ,1) ( ,2).

yP x y

P x P x

 

 
                       (3) 

Видим, что (3) не эквивалентно (2).  

Далее: "Каждый студент решает зада-

чи", здесь уже будет конъюнкция: 

( , )

(1, ) (2, ).

xP x y

P y P y

 


                         (4) 

И, наконец, "Каждая задача решается 

студентами": 

( , )

( ,1) ( ,2).

yP x y

P x P x

 


                         (5) 
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Выражения (4) и (5) также не эквива-

лентны. Очевидно, что из (2) следует (4), а из 
(3) следует (5). Действительно, ибо сказано: 

"Конъюнкция сильнее каждого из ее членов". 

Покажем с использованием метода резолюций 

[4–6] правильность аргумента с одним кванто-
ром "Из всеобщности следует существование": 

( )
;

( )

( ), ( );

( ), ( );

( ), ( );

( ), ( ).

xP x

yP y

xP x yP y

xP x yP y

x yP x P y

P x P y





 

 

 

                       (6) 

В (6) вывод верный, опровержение до-

стигается при подстановке {(x,y)}.  

Обратное неверно: 

( )
;

( )

( ), ( );

( ), ( );

( ), ( ).

xP x

yP y

xP x yP y

xP x yP y

P a P b





 

 

                        (7) 

Здесь нельзя во втором дизъюнкте вве-

сти ту же константу, что и в первом.  

Теперь можно приступать к анализу вы-
ражений с двумя кванторами. 

2. Два квантора 

Рассмотрим суждение "Существуют 

студенты, решающие хотя бы одну задачу", 

при этом формула имеет вид  

( , ).x yP x y                            (8) 

Формула (8) замкнута. То есть значение 

ее истинности в отличие от (1)–(5) не меняет-

ся. Выполняем интерпретацию:  

( , ) (1, ) (2, )

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2).

x yP x y yP y yP y

P P P P

      

   
       (9) 

Далее формализуем суждение: "Суще-
ствуют задачи, решаемые хотя бы одним сту-

дентом": 

( , )

(1,1) (2,1) (1,2) (2,2).

y xP x y

P P P P

  

   
         (10) 

Видим, что это эквивалентные сужде-

ния, невзирая на то, что порядок следования 

элементов дизъюнкции разный, он для дизъ-

юнкции не существенен. Аналогично получа-

ем, что суждение "Каждый студент решает 

каждую задачу":  

( , )

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2),

x yP x y

P P P P

  


              (11) 

эквивалентно "Каждая задача решается каж-

дым студентом": 

( , )

(1,1) (2,1) (2,1) (2,2).

y xP x y

P P P P

  


            (12) 

Делаем вывод, что одноименные кван-
торы можно менять местами: 

( , ) ( , );

( , ) ( , ).

y xP x y x yP x y

y xP x y x yP x y

    

    
           (13) 

Рассмотрим теперь два разных квантора. 

Формализуем суждение "По меньшей мере, 
один студент решил все задачи": 

( , ).x yP x y                         (14) 

Почти то же самое: "Каждую задачу ре-

шил по меньшей мере один студент": 

( , ).y xP x y                         (15) 

Эквивалентны ли (12) и (13)? Получим 

интерпретации: 

( , )

(1, ) (2, )

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2).

x yP x y

yP y yP y

P P P P

  

   

 

          (16) 

( , )

( ,1) ( , 2)

[ (1,1) (2,1)][ (1,2) (2,2)].

y xP x y

xP x xP x

P P P P

  

   

  

      (17) 

Нет, (14) и (15) не эквивалентны, разные 

кванторы нельзя менять местами. И тем не 
менее, между ними есть связь… 

Конъюнкции (1,1), (1,2), (2,1) (2,2)P P P P  

есть (если раскрыть скобки) и в выражении 

[ (1,1) (2,1)][ (1,2) (2,2)]P P P P  , но здесь есть 

еще и другие конъюнкции 

(1,1) (2,2), (2,1) (1,2).P P P P  

Что это значит? Это значит, что выраже-

ние (16) имплицирует выражение (17), то 
есть: 

[P(1.1)P(1.2) P(2.1)P(2.2)]

[P(1.1) P(2.1)][P(1.2) P(2.2)].

 

  
          (18) 

Проверим это, докажем, что выражение 

(18) общезначимо (тождественно истинно, 

тавтология), устраняем импликацию: 

[P(1.1)P(1.2) P(2.1)P(2.2)]

[P(1.1) P(2.1)][P(1.2) P(2.2)].

 

  
           (19) 

Выполняем закон Де Моргана: 
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[P(1.1)P(1.2)][P(2.1)P(2.2)]

P(1.1)P(1.2) P(1.1)P(2.2)

P(2.1)P(1.2) P(2.1)P(2.2).



  

 

             (20) 

Применяем формулы равносильных пре-
образований [5, 6]: 

 

Рис. 1. Доказательство следования (17) из (16) 

Видим, что получается единица. Или 
иначе: 

[P(1.1)P(1.2)][P(2.1)P(2.2)]

P(1.1)P(1.2)P(2.1)P(2.2)

P(2.1)P(1.2) P(2.1)P(2.2) 1.



 

  

            (21) 

Таким образом, разные кванторы пере-

ставлять местами нельзя, но из суждения и 

соответствующей формулы "По меньшей ме-
ре, один студент решил все задачи" следует 

суждение и соответствующая формула "Каж-

дую задачу решил, по меньшей мере, один 
студент" и это есть закон логики предикатов: 

( , ) ( , ).x yP x y y xP x y                 (22) 

Аналогично доказывается, что из суж-

дения "По меньшей мере, одна задача решена 

каждым студентом" следует суждение "Каж-
дый студент решил, по меньшей мере, одну 

задачу": 

 ( , ) ( , ).y xP x y x yP x y                (23) 

Докажем методом резолюций правиль-
ность аргумента (23): 

( , )
.

( , )

y xP x y

x yP x y

 

 
                     (24) 

Получим по (24) множество дизъюнктов 
с учетом стандартизации переменных: 

( , ), ( , )

( , ), ( , )

( , ), ( , );

( , ), ( , ).

y xP x y z wP z w

y xP x y z wP z w

x wP x a P b w

P x a P b w

    

    

  
           (25) 

Видим, что при подстановке 
{(b,x),(a,w)}, где b,a – константы (функции 

Сколема), достигается опровержение, то есть 

аргумент правильный, да, следование имеет 
место быть!  

Проверим, что обратное (24) неверно: 

( , )
.

( , )

x yP x y

y xP x y

 

 
                      (26) 

Получим по (26) множество дизъюнктов: 

( , ), ( , )

( , ), ( , )

( , ( )), ( ( ), )

( , ( )), ( ( ), ).

x yP x y z wP w z

x yP x y z wP w z

x zP x f x P g z z

P x f x P g z z

    

    

   



          (27) 

Получаем некорректную подстановку 
{(g(x),x),(f(x),z)}, при которой происходит 

своего рода "зацикливание": 

{(g(x),x),(f(g(x)),z)},{(g(x),x),(f(g(g(x))),z)}. (28) 

Проверим неверный аргумент для двух 
кванторов по выражению (22): 

( , )
.

( , )

y xP x y

x yP x y

 

 
                       (29) 

( , ), ( , )

( , ), ( , )

( ( ), ), ( , ( )).

y xP x y w vP w v

y xP x y w vP w v

P f y y P w g w

    

               (30) 

Получаем также подстановку 

{(f(y),w),(g(w),y)} с "зацикливанием" 
{(f(g(w)),w),(g(w),y)}.  

А как будет для верного аргумента (22)? 

Проверяем: 

( , ), ( , )

( , ), ( , )

( , ), ( , )

( , ), ( , ).

x yP x y w vP v w

x yP x y w vP v w

y vP a y P v b

P a y P v b

    

    

  
            (31) 

Вот здесь нормальная подстановка 

{(a,v),(b,y)}.                     (32) 

3. Три квантора  

Теперь введем третье множество 

(например, типов трудности задач) {1,2}zM   

и рассмотрим три квантора.  

Если все кванторы одинаковые, то все 

аналогично вышеописанному.  

Например, "По крайней мере, один сту-

дент решает, по крайней мере, одну задачу 

хотя бы одного типа": 
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( , , )

(1, , ) (2, , )

[ (1,1, ) (1,2, )]

[ (2,1, ) (2,2, )]

[{ (1,1,1) (1,1,2)}

{ (1,2,1) (1,2,2)}]

[{ (2,1,1) (2,1,2)}

{ (2,2,1) (2,2,2)}].

x y zP x y z

y zP y z y zP y z

zP z zP z

zP z zP z

P P

P P

P P

P P

   

      

    

    

  

  

  

 

         (33) 

Для суждения "Каждый студент решает 
каждую задачу каждого типа" получаем: 

( , , )

[{ (1,1,1) (1,1, 2)}

{ (1,2,1) (1, 2, 2)}]

[{ (2,1,1) (2,1, 2)}

{ (2,2,1) (2, 2, 2)}].

x y zP x y z

P P

P P

P P

P P

   



                  (34) 

То есть получаем "чистые" дизъюнкцию 

(33) и конъюнкцию (34).  

Сколько всего вариантов выражений с 
тремя кванторами? 12 описываются выраже-

ниями с одинаковыми кванторами, типа (33), 

(34).  

С одним квантором общности и двумя 
существования имеем 6 вариантов. С двумя 

кванторам общности и одним существования 

еще 6 вариантов. Итак, всего 24 варианта.  
Рассмотрим, например, следующее вы-

ражение: 

( , , )

(1, , ) (2, , )

(1,1, ) (1,2, ) (2,1, ) (2,2, )

[ (1,1,1) (1,1,2)][ (1,2,1) (1,2,2)]

[ (2,1,1) (2,1,2)][ (2,2,1) (2,2,2)]

x y zP x y z

y zP y z y zP y z

zP z zP z zP z zP z

P P P P

P P P P

   

     

      

   

  

  (35) 

Переставляем кванторы: 

( , , )

( ,1, ) ( , 2, )

[ (1,1, ) (2,1, )]

[ (1, 2, ) (2, 2, )]

[ (1,1,1) (1,1,2)

(2,1,1) (2,1,2)]

[ (1,2,1) (1,2,2)

(2,2,1) (2,2,2)].

y x zP x y z

x zP x z x zP x z

zP z zP z

zP z zP z

P P

P P

P P

P P

   

     

   

   

  

  

  

 

             (36) 

Легко видеть, что из (35) следует (36).  

В выражении (35) имеется 8 конъюнк-
ций, а в выражении (36) – все 16.  

Проверим: 

[ (1,1,1) (1,1,2)][ (1,2,1) (1,2,2)]

[ (2,1,1) (2,1,2)][ (2,2,1) (2,2,2)]

(1,1,1) (1,2,1) (1,1,1) (1,2,2)

(1,1,2) (1,2,1) (1,1,2) (1,2,2)

(2,1,1) (2,2,1) (2,1,1) (2,2,2)

(2,1,2) (2,2,1

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P

P P

  

   

  

  

  

 ) (2,1,2) (2,2,2)P P

    (37) 

[ (1,1,1) (1,1,2)

(2,1,1) (2,1,2)]

[ (1,2,1) (1,2,2)

(2,2,1) (2,2,2)]

(1,1,1) (1,2,1) (1,1,1) (1,2,2)

(1,1,1) (2,2,1) (1,1,1) (2,2,2)

(1,1,2) (1,2,1) (1,1,2) (1,2,2)

(1,1,2) (2,2,

P P

P P

P P

P P

P P P P

P P P P

P P P P

P P

  

  

  

  

  

  

  

 1) (1,1,2) (2,2,2)

(2,1,1) (1,2,1) (2,1,1) (1,2,2)

(2,1,1) (2,2,1) (2,1,1) (2,2,2)

(2,1,2) (1,2,1) (2,1,2) (1,2,2)

(2,1,2) (2,2,1) (2,1,2) (2,2,2).

P P

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P

 

  

  

  

 

         (38)  

Проверим методом резолюций: 

( , , ) ( , , );

( , , )
.

( , , )

x y zP x y z y x zP x y z

x y zP x y z

w v qP v w q

     

  

  

     (39) 

Получаем дизъюнкты: 

( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , )

( , , ( )), ( , , )

( , , ( )), ( , , ).

x y zP x y z w v qP v w q

x y zP x y z w v qP v w q

y v qP a y f y P v b q

P a y f y P v b q

      

       

    



     (40) 

Здесь ( ), ( )f y g y  – как и константы, 

функция Сколема, поскольку квантор суще-

ствования по z находится в области действия 

квантора общности по y. Видим, что опро-
вержение достигается при корректной под-

становке {(a,v),(b,y),(f(y),q)}. 

Проверим, что обратное (39) следование 

не имеет места: 

( , , ) ( , , )?

( , , )
?

( , , )

y x zP x y z x y zP x y z

w v qP v w q

x y zP x y z

      

  

  

  (41) 

Получаем множество дизъюнктов: 

( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , )

( ( ), , ( )),

( , ( ), )

( ( ), , ( )), ( , ( ), ).

w v qP v w q x y zP x y z

w v qP v w q x y zP x y z

w x zP f w w g w

P x h x z

P f w w g w P x h x z

      

      

   



   (42) 



Три квантора 
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Подстановка {(f(w),x),(h(x),w),(g(w),z)} 

некорректна, ибо:  

{(f(h(x)),x),(h(f(w)),w),(g(h(f(w)),z)}.      (43) 

То есть h зависит от f, а f от h.  

Таким образом, в (42) опровержение не 

достигается, поэтому такой вывод неверный.  
А как насчет вот такого аргумента: 

( , , ) ( , , )?

( , , )
?

( , , )

x y zP x y z y x zP x y z

x y zP x y z

w v qP v w q

     

  

  

   (44) 

По идее смена квантора в конце не из-

менит выводимости. Получаем дизъюнкты: 

( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ( ))

( , , ), ( , , ( )).

x y zP x y z w v qP v w q

x y zP x y z w v qP v w q

y z vP a y z P v b f v

P a y z P v b f v

      

      

    
     (45) 

Подстановка корректная: 

{(a,v),(b,y),(f(v),z)}.               (46) 

При нашей интерпретации для всеобщ-
ности в конце получаем: 

( , , ) (1, , ) (2, , )

(1,1, ) (1,2, ) (2,1, ) (2,2, )

[ (1,1,1)(1,1,2)][ (1,2,1) (1,2,2)]

[ (2,1,1)(2,1,2)][ (2,2,1) (2,2,2)].

x y zP x y z y zP y z y zP y z

zP z P z zP z P z

P P P

P P P

        

   

 
  (47) 

Далее: 
( , , ) ( ,1, ) ( , 2, )

[ (1,1, ) (2,1, )][ (1,2, ) (2,2, )]

[ (1,1,1) (1,1,2) (2,1,1) (2,1,2)]

[ (1,2,1) (1,2,2) (2,2,1) (2,2,2)]

[ (1,1,1) (1,1,2)

(2,1,1) (2,1,2)]

[

y x zP x y z x zP x z x zP x z

zP z zP z zP z zP z

P P P P

P P P P

P P

P P

        

     

 

 

 

 

 (1,2,1) (1,2,2)

(2,2,1) (2,2,2)]

(1,1,1) (1,1,2) (1,2,1) (1,2,2)

(1,1,1) (1,1,2) (2,2,1) (2,2,2)

(2,1,1) (2,1,2) (1,2,1) (1,2,2)

(2,1,1) (2,1,2) (2,2,1) (2,2,2).

P P

P P

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P



 

 

 

 



(48) 

Действительно, следование имеет место. 

Можно предположить, что такое свойство бу-
дет соблюдаться и при наличии любой после-

довательности " крайних справа" кванторов. 

Выводы 

Таким образом, в выражениях, имеющих 

три квантора, выполняется правило следования 

при перестановках двух крайних кванторов 

независимо от вида третьего, крайнего справа 
квантора. При доказательстве методом резолю-

ций некорректная подстановка характеризуется 

"зацикливанием" функций Сколема. Рассмот-
ренные примеры целесообразно использовать 

на занятиях по математической логике и в само-

стоятельной работе студентов. 
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