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Введение  
Актуальной задачей теории динамики 

твердого тела является задача о движении аб-

солютно твердого тела вокруг неподвижного 
полюса в некотором сложном по структуре 

силовом поле (обобщенном силовом поле). 

Компонентами этого поля могут являться: 
классическое потенциальное поле, магнитные 

поля различной природы (поле магнитного 

диполя; поля, порожденные эффектами Бар-

нетта [1, 2] или Лондонов [2]), поле сил Ло-
ренца [3, 4], а также силовые воздействия ги-

роскопического характера [5, с. 80].  

Динамика твердого тела в подобного рода 
силовых полях сложной структуры является 

предметом исследования обобщенной ("аб-

страктной" [6, 7]) теории динамики, являю-

щейся одним из фундаментальных направлений 
современной механики.  

Несмотря на абстрактность и высокую 

степень обобщенности, многие применения 
этой теории имеют вполне естественное и 

конкретное физическое содержание. В част-

ности, классические уравнения Пуанкаре–
Ламба–Жуковского [8, 9] содержатся в систе-

ме динамических уравнений Эйлера для кон-

фигурационного пространства SO(4) [10], 

описывающих свободное вращение четырех-
мерного твердого тела вокруг неподвижного 

полюса. Уравнения этой задачи могут являть-
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ся определенными модельными приближени-

ями при описании геодинамических процес-
сов взаимодействия твердой мантии Земли с 

ее жидким центральным ядром [11]. 

Динамические уравнения Эйлера в про-
странстве SO(4) рассматривались также в ра-

ботах [12, 13] в связи с исследованием дина-

мики взаимодействующих спинов во внешнем 
силовом поле, а также в работе [14]. 

В приложениях обобщенной теории ди-

намики используется общая форма гироско-

пических и потенциальных сил, при которой 
уравнения движения тела сохраняют свойства 

интегрируемости, характерные для классиче-

ских задач механики. Эти свойства обуслов-
лены структурно-динамической симметрией 

механических систем [7].  

1. Обобщенная динамическая  

система и первые интегралы  

Пусть абсолютно твердое тело движется 
относительно неподвижного полюса О под 

воздействием потенциальных, соленоидаль-

ных и гироскопических сил. В качестве соле-

ноидальных силовых полей рассматриваем 
магнитные поля различной природы. Такого 

рода суперпозицию силовых полей назовем 

обобщенным силовым полем (ОСП). 
Введем неподвижный координатный 

ба-зис Z(Oz1z2z3) и главный координатный 

ортобазис X (Оx1x2x3), неизменно связанный 

с телом, оси Oxj которого направлены по 
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главным в полюсе О осям тензора инерции 

тела           A = diag (A1, A2, A3). Обозначим: s = 

[s1 s2 s3]
T – орт, неизменно связанный с бази-

сом Z, заданный координатами в базисе X; 

U(s) – силовая функция потенциального поля; 

ω = [ω1 ω2 ω3]
T – мгновенная абсолютная уг-

ловая скорость твердого тела. Здесь и всюду 

далее все координатные элементы заданы в 

осях базиса X. 
Введем характерные функции [7]: 

 )(,)(,)( sss fFU , (1) 

заданные на сфере Римана ||s||2 = 1, такие, что 
(U, f)   C1(s), F   C0(s), где Cr – символ клас-

са гладкости порядка r = 0,1,2, … данной 

функции. Здесь F, f – заданные величины с 

размерностью кинетического момента. 
Движение твердого тела в ОСП при 

данных предпосылках определяется системой 

уравнений, отнесенных к ортобазису X: 
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Динамическая система (2), обладающая 
полем симметрии (термин [15]), в дальнейшем 

называется обобщенной динамической систе-

мой (ОДС) или системой уравнений М.П. Хар-
ламова [7]. В этой системе вектор Ф обуслов-

ливает гироскопическое воздействие на твер-

дое тело, поскольку (Ф × ω) ω = 0.  

Для ОДС (2) имеют место первые ал-
гебраические интегралы [7]:  
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где h1, h2 –  постоянные интегрирования. 

Интерпретация интегралов системы (3), 

(4) приведена в работе [16]. 
Уравнения ОДС (2) в проекциях на оси 

координатного базиса X имеют вид  
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где обозначено 
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Здесь и всюду далее принимается, что все ве-
личины Uj  ограничены; символ (1, 2, 3) обо-

значает циклическую перестановку индексов 

1, 2, 3, отнесенных к данным величинам. 
Система основных уравнений (5) анали-

тически замкнута относительно всех перемен-

ных ωj, sj ( j = 1,2,3).  
Возможные конкретные формы задания 

функций (1) приведены в работе [7]; при этом 

характерно, что для функции F в этой работе 

принято условие F (s) ≡ 0. 

2. Геометрия осей перманентных 

вращений  

Пусть ),,( 321 eeee  − орт оси перма-

нентного вращения (ОПВ). Реализованная 

ОПВ должна быть неподвижна относительно 

каждого из базисов Z, X, так что ,eω  где 

ω − ненулевая скорость перманентного вра-

щения тела, e = const. Здесь ω = const ≠ 0 − уг-

ловая скорость перманентного вращения тела, 
а равенство  

sω   

определяет множество перманентных враще-

ний тела относительно орта s со скоростями 

|ω| = ω. В этом равенстве значения ω > 0 со-
ответствуют "прямому" перманентному вра-

щению, а значения ω < 0 – "обратному". Дан-

ное уравнение определяет ориентацию ОПВ в 

конфигурационном пространстве (s-простра-
нстве параметров sj). 

При перманентном движении ОДС (5) 

принимает вид 

,)3,2,1()(

)6(,

)()(

32231

2332

322332

2

2311

seses

sUsU

eeeeAAeA















а первые интегралы (3), (4) принимают вид 
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3  sse h                   (8) 

где )3,2,1( jh j  − постоянные интегриро-

вания. 

Исключая параметр ω из системы урав-

нений (7), в результате получаем 
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Из уравнений (6) для ОПВ имеем s = e. 

Уравнения (8), (9), определяющие эти вели-

чины, устанавливают их постоянность отно-

сительно каждого из базисов Z, X. Из системы 
первых интегралов (7) получаем ω = const. В 

силу этого система (6) при  e1e2e3 ≠ 0 по-

рождает соотношения  
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где обозначено 
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Составляя комбинацию jjUL , где     

j = 1, 2, 3, согласно системе (10) получаем 

уравнение с параметром ω: 
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определяющее в пространстве координат ej (e-

пространстве) некоторую поверхность. 
К равенству (11) следует присоединить 

нормированное условие 

.12 e                              (12) 

В соотношении (11) и всюду далее зна-

чения числовых индексов всех величин не 

должны превышать числа n = 3, что в ином 
случае достигается вычитанием из значения 

индекса числа 3. 

Уравнения (11), (12) определяют много-
образие ОПВ твердого тела. В e-пространстве 

точка ),,( 321 eeeN  должна находиться одно-

временно на поверхности (11) и на единичной 

сфере (12). Вследствие этого геометрическим 

множеством точек {N} является линия взаим-
ного пересечения этих поверхностей − сфери-

ческая кривая S, расположенная в e-прост-

ранстве на несущей для ОПВ поверхности − 
линейчатой поверхности, образующими кото-

рой являются ОПВ. 

В частном случае, при котором тело 

находится в однородном или в центральном 
ньютоновском стационарных силовых полях, 

поверхность (11) при условии 

e
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является конусом ОПВ (конусом Штауде) [17; 
18, c. 144] с уравнением 
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где  )3,2,1( jrj координаты центра тяже-

сти тела в базисе X. Условие (13) эквивалент-

но ограничению .0)( eΦ  

Если выполняются условия 

,)3,2,1(01

2

2

1










U

e

f
U

e

f
      (14)     

то сфера (12) и несущая поверхность (11) 

имеют общие симметрично расположенные 
нормированные точки: 

,)]1,0,0(,)0,1,0(,)0,0,1[(),,( 321 QQQ  

соотнесенные к главным осям инерции тела. 

Равенства (14) по структуре являются 
скобками Пуассона (коммутаторами) функций 

f , U, заданных на симплектическом многооб-

разии как производные функции f по направ-

лению фазового потока с функцией U [19]. 
Отметим, что характерная точка ОПВ: 

,)(,)3,2,1(

,),,(

2

13

1

21

3214


















j

jj

jjj

UAKj

KUAPPPPQ

 (15) 

имеет координаты, удовлетворяющие уравне-
нию (11), если выполняется условие 
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определяющее в e-пространстве в общем слу-

чае (при )1 jj AA  некоторую невырожден-

ную поверхность. 

В случае, при котором на сфере (12) 

имеется точка ,),,( 3215

 eeeQ  являющаяся 

стационарной для функции U, ее координаты 

также удовлетворяют уравнению (11). 
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Каждой точке сферической кривой S, 

расположенной на поверхностях (11), (12), 
соответствует ось, которая является ОПВ, ес-

ли для текущих координат этой кривой в силу 

соотношений (10) выполняются условия 

.)3,2,1(

0),()(4),( 232323

2  UUFAAG
(16) 

Ограничения (16) непосредственно сле-
дуют из соотношений (10) при выполнении 

условия .02  В частности, если ввести до-

полнительные условия  

 ,;3,2,1),(0),( kjkjG kj    (17) 

то условия существования ОПВ при всех не 

равных между собой значениях Aj (j = 1, 2, 3) 
принимают вид 
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Отметим, что к условиям (18) можно 

применить истолкование, сходное с интерпре-

тацией ограничений (14). Помимо этого, со-
гласно соотношениям (18), при стремлении 

текущей точки несущей поверхности к любой 

из ее точек )3,2,1( jQ j  значения величи-

ны ω2 неограниченно возрастают. Это означа-

ет, что главные оси инерции тела не могут яв-
ляться ОПВ в общем случае. Вместе с тем, в 

точке Q5 тело находится в положении стати-

ческого равновесия. 

Предположим, что одна из точек Q1, Q2, 
Q3, находящихся на кривой S, совпадает с 

точкой Q5 (например, это − точка Q1). Тогда 

при выполнении условий (17) главная ось 
инерции Ox1, согласно уравнению (10), явля-

ется ОПВ тела с произвольной скоростью 

вращения ω. В случае, при котором какая-
либо главная ось инерции тела является ОПВ, 

имеем потенциальную функцию )(eU  такую, 

что выполняется условие 

,)3,2,1()(  jsU jjj s  

где φj − ограниченные функции класса С1.  
Для характерной точки Q4 сферической 

кривой S из соотношений (18) находим: 

,2 K  

где величина K определяется равенством (15). 
Следовательно, перманентные вращения тела 

существуют только для осей, проходящих че-

рез точку Q4 и соответствующих знаку "ми-
нус" в равенстве (15). 

3. Частные случаи существования  

осей перманентных вращений 

Рассмотрим некоторые частные случаи 

существования ОПВ в ОСП, определяемые 
структурно-динамической симметрией тела 

или структурой силового поля. 

3.1. Случай осевой кинетической 

симметрии твердого тела 

Положим .321 AAA   Тогда из соот-

ношений (10) следует 

,0),(),()(

,0),(),()(

3131

2

31

2323

2

13





UUFGAA

UUFGAA




 

,0),(),( 1212  UUFG      (19) 

а из равенства (11) получаем 
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Если выполняются ограничения (17), то 

соотношения (19) упрощаются, а равенство 
(20) принимает вид 

.0),( 321 eUUF                    (21) 

Согласно равенству (21), характерная 

поверхность (11) в e-пространстве распадает-

ся на плоскость  

03 e                             (22) 

и поверхность 

.0),( 21 UUF                     (23) 

Таким образом, геометрическое значе-

ние данных равенств состоит в том, что они 
устанавливают условия распадения поверхно-

сти (11), определяющей совместно со сферой  

(12) многообразие ОПВ тела для ОДС (5). 
Пусть выполняется ограничение (22). 

Тогда, согласно условиям (19), представлен-

ном для ,0G  заключаем, что каждая ОПВ 

)0,,( 21 ee  плоскости (22) с условием (23) яв-

ляется ОПВ с произвольным значением вели-

чины скорости ω, если выполняется дополни-

тельное условие .03 U  Условие (23) для 

главной оси инерции Ox1 имеет место, если 

,02 U  а для оси Ox2 − если выполняется 

ограничение .01 U  
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Рассмотрим теперь случай, при котором 

e3 ≠ 0. Здесь возможные ОПВ реализуются со 
значением скорости ω, удовлетворяющем при 

321 AAA   условиям 

,0),(

),()(

32

31

2

13





UUF

UUFAA 
         (24) 

непосредственно вытекающем из ограниче-
ний (19). 

Согласно условиям (24), 21 UU   и 

перманентное вращение тела со скоростью ω 
существует, если выполняется одна из групп 

следующих ограничений: 

.),(max,

,),(min,

21313

21313

WWWAA

WWWAA




 

В частном случае, при котором выпол-

няются условия (17) и ,021 UU в силу со-

отношений (19) заключаем, что главная ось 

инерции тела Ox3 является ОПВ с произволь-

ными значениями скорости ω. 

3.2. Случай полной кинетической  

симметрии тела 

Если ,EA A  где E − единичная мат-

рица формата ,33  то из соотношений (10) 

следует, что единственными ОПВ тела явля-

ются оси, соответствующие нормалям к экви-

потенциальной поверхности силового поля 
или ее стационарным точкам. При этом долж-

ны выполняться ограничения (17). 

3.3. Случаи силовых полей размерности  

меньше трех 

Пусть вне зависимости от ограничений, 

принятых в пункте 3.1, и условий кинетиче-

ской симметрии силовая функция данной за-

дачи имеет вид ,),( 21 ssUU   относящийся к 

силовому полю размерности "два". Обозначая  

 3,2,1),(, 11   kjeVeUW kkkjjj  

и полагая в динамических уравнениях систе-

мы (6) )3,2,1(  jes jj  с учетом условий 

,0,0 321  Uee  представим эти уравнения в 

виде 

,0)]()[(

,0)]()[(

3311

2

31

3322

2

23









eVWAA

eVWAA
 (25)   

.0),(),()( 1212

2

12  UUFGAA   

Подобным же образом в силу системы 

уравнений (6) представим аналог комбинаци-
онного равенства типа (11): 

.0}),(),(

])()[({

3231123

231123





eWGWG

WAAWAA
    (26) 

В частном случае, при котором выпол-

няются условия (17) (которые применяются 

всюду далее, если иное не оговорено), соглас-
но соотношениям (25), (26) получаем 

,0),()(

,0])[(

,0])[(

12

2

12

31

2

31

32

2

23







UUFAA

eWAA

eWAA







         (27) 

.0])()[( 3231123  eWAAWAA  

Согласно равенствам (27) в зависимости 
от выбора значений e3 = 0 или e3 ≠ 0 несущая 

поверхность (11) распадается на плоскость 

(22) и характерную поверхность в e-
пространстве 

.0)()( 12312123  eUAAeUAA      (28) 

При e3 = 0 в силу равенств (27) возмож-

ные ОПВ и соответствующие им величины 

скорости ω при A1 ≠ A2 ограничены условием 

.0),()( 21

1

12

2   UUFAA        (29) 

При этом, согласно условию (29), перманент-

ное вращение тела имеет место, если W1 > W2 

при A1 < A2 или W1 < W2  при A1 > A2. Из усло-
вия (29) также следует, что главная ось инер-

ции Ox1 (или Ox2) является ОПВ, если U2 = 0 

(или если U1 = 0, соответственно). 

В случае, при котором e3 ≠ 0, возможная 
ОПВ должна удовлетворять условию (28), а 

величина скорости ω, согласно равенствам 

(27), определяется ограничениями  

 

2

1

231

1

13

2 )()( WAAWAA  

.0),()( 21

1

12   UUFAA            (30) 

В соотношениях (30) значения всех ве-
личин Aj не равны между собой; при этом 

перманентное вращение тела необходимо су-

ществует, если выполняется какая-либо из 
следующих групп условий: 

.)0,()0,(

,0,

,0,

131131

21123

12321







WAAWAA

WWAAA

WWAAA
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Если ,021  UU  то ось инерции тела 

Ox2  соответствует стационарной точке сило-

вой функции ),( 21 ssU  и является ОПВ тела с 

произвольной величиной скорости ω. 

В случае одноразмерного силового по-

ля, например, при ,)( 1sUU   имеем U2 = 0, 

U3 = 0 и, согласно соотношениям (10), вне 
условий (17) получаем 

,0)],()[( 3223

2

23  eeGAA    (31) 

.0)],()[(

,0)],()[(

21121

2

12

13311

2

31





eeGWAA

eeGWAA




 

Из системы уравнений (31) при δ ≠ 0 и 
условиях (17) (которые принимаются и да-

лее) непосредственно следует A2 = A3. 

В дальнейшем предполагается выпол-
нение всех ограничений (17). 

Если заданы условия ,032  ee  то ось 

инерции Ox1 является ОПВ тела с произволь-

ными значениями параметра ω. 

В случае, при котором ,0,0 231  eee  

параметр ω для ОПВ тела, согласно равен-
ствам (31), определяется условием 

.0)( 1

1

13

2   WAA               (32) 

При этом, если ,01 U  то ось инерции тела 

Ox3 является ОПВ с произвольной величиной 

угловой скорости. 

Пусть .)3,2(0  je j  Тогда при усло-

вии 32 AA   вместо перманентного вращения 

имеет место только состояние статического 
равновесия тела при условии U1 = 0. В случае, 

при котором 32 AA   возможные ОПВ тела и 

параметр ω также определяются условием 

(32). При этом, если ,011 Ue  то в этом же 

случае для каждой из ОПВ тела ),,0( 32 ee  ве-

личина параметра ω является произвольной. 

Заключение 

Перманентные вращения твердого тела 
являются составной частью общего многооб-

разия стационарных движений, соответству-

ющей определенной группе невырожденных 
преобразований Лежандра с нулевой или еди-

ничной размерностью их ядра [20]. При этом 

подход, основанный на применении построен-

ной в работах [6, 7] обобщенной модели дина-
мики открывает новые возможности для ис-

следования свойств перманентных движений. 

Перманентные вращения тела опреде-

ляются необходимыми условиями стационар-
ности по переменным qj : 

,)6,...,1(0 



ju

q

V
j

j

         (33) 

где V − связка первых интегралов (3), (4): 





3

1

,),(
k

kk JV sω                 (34) 

k  − постоянные множители Лагранжа. 

Систему уравнений (33) можно тракто-
вать как множество преобразований Ле-

жандра вида ,}{}{ jj uq   параметризованное 

величинами .)3,2,1( kk  В исходных пере-

менных это множество совпадает с ядром 

данного преобразования. Здесь { … } − сим-

вол полного множества указанных величин. 
Выражение (34) можно истолковать как 

линейное пространство первых интегралов 

(3), (4), принимаемых за базисные [20].   
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Based on the generalized model of a rigid body dynamics, the research investigates the prop-

erties of the body’s permanent rotations realized in a force field of the general form. Some 

special cases of permanent movements are considered. 

Keywords: perfectly rigid body; generalized force field; permanent rotation; geometry of 

permanent motion. 


