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Перспективной идеей на пути создания биосовместимых полимерных имплантатов яв-

ляется предложение использовать ионно-плазменную обработку поверхности, которая 

находится в контакте с биологической тканью. В результате этой обработки возникает 

карбонизированный нанослой, который не отторгается организмом. Если для изготов-

ления медицинского изделия будет использован мягкий полимерный материал (напри-

мер, биоинертный полиуретан), то возникает ряд проблем. Материал может сильно де-

формироваться при движениях биологической ткани. При этом будут возникать изме-

няющиеся во времени напряжения в нанослое. Кроме того, возникающий при ионно-

плазменной обработке карбонизированный слой имеет волнообразную поверхность, 

что свидетельствует о существовании напряжений в исходном состоянии. Целью дан-

ного исследования является математическое моделирование возможных перестроек 

тонкого упругого слоя. Полученные аналитические решения позволяют объяснить воз-

можное поведение упругого слоя и условия потери устойчивости того или иного де-

формированного состояния. Показано, что в результате изменения нагрузок возможно 

появление новой ориентации волнообразного рельефа. Полученное решение может 

быть использовано для понимания возможных явлений, связанных с геометрическими 

изменениями нанослоев на мягких материалах. 
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Введение 
Модифицирование полимеров методом 

ионной имплантации приводит к существен-

ному изменению свойств обработанной по-

верхности, благодаря которым открываются 

новые области их практического применения 

[1–7]. Приобретенные свойства в первую оче-

редь зависят от энергии и дозы ионов. Высо-

кая доза имплантации ионов приводит к кар-

бонизации полимера [3, 7–8]. В этом случае, 

также известен факт формирования волн в 

карбонизированном слое [9].  
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Для объяснения причин их появления 

высказываются различные предположения 

[10–11]. Очевидно, что сформировавшийся 

волнообразный рельеф слоя может внести 

определенные коррективы при выборе обла-

сти применения модифицированного таким 

образом полимера. Существуют случаи, когда 

неровность поверхности карбонизированного 

слоя играет положительную роль. Особенно 

это касается вопросов, связанных с повыше-

нием оценки биологической совместимости 

искусственных эндопротезов [6, 12–13].  

В связи с этим заслуживает внимания 

ионно-плазменный метод обработки для созда-

ния одно- и двумерных волнообразных складок 

(wrinkling) на поверхности полимера [14–16].  
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При разных условиях нагружения морфо-

логические характеристики волн (длина, ампли-

туда) и их направление могут отличаться.  

Аналогичный механизм формирования 

волн проявляется при нагружении тонких 

упругих пленок на податливой подложке. 

Этому посвящено большое количество работ, 

демонстрирующих разнообразность характера 

этого процесса, причина проявления которого 

заключается в потере устойчивости [17–27].  

В качестве условий потери устойчиво-

сти при формировании волн, как правило, 

используется некоторое критическое сжима-

ющее напряжение или критические деформа-

ции [28–35].  

Конечный результат этих работ за-

ключается в определении количества волн, 

их длин и амплитуд в зависимости от зна-

чений приложенных нагрузок, а также 

условий, при которых тонкие пленки отсла-

иваются от подложки. Эволюция формиро-

вания волн наиболее полно отражается в 

работах, сочетающих экспериментальные и 

модельные данные [36–38].  

В целом проблема формирования и пе-

рестройки волн имеет широкие рамки, и ее 

решение играет важную роль в различных 

отраслях промышленности [39–42].  

В данной работе основное внимание со-

средоточено на анализе возможных измене-

ний рельефа тонкого упругого слоя. Полагает-

ся, что он расположен на мягком эластомер-

ном материале, влияние которого в первом 

приближении можно не учитывать.  

Приведенные в данной статье уравне-

ния могут описывать изменение волнообраз-

ного рельефа модифицированной полиурета-

новой пластины с карбонизированным нано-

слоем при приложении к ее торцам внешней 

нагрузки. Уравнения получены на основе со-

отношений потери устойчивости тонких пла-

стин, с помощью которых определены области 

потери устойчивости в изолированном нано-

слое и, как результат этого, формирование волн 

разной направленности. Вывод приведенных 

уравнений сопровождается математическими 

выкладками. В уравнениях используются значе-

ния компонент вектора перемещений в каждой 

точке карбонизированного слоя. Кроме этого, 

приведенные условия потери устойчивости не 

только контролируют формирование волн, но 

и условия их исчезновения. 

1. Моделирование условий потери 

устойчивости тонкой упругой  

пластины при деформировании 

1.1. Напряженно-деформированное 

состояние пластинки при деформировании 

Рассмотрим задачу о потере устой-

чивости и появлении волн при сжатии по 

боковым граням тонкой пластинки, распо-

ложенной в горизонтальной плоскости. На 

верхней и нижней границе пластинки, нор-

маль которой ориентирована вертикально, не 

действуют напряжения. Начало отсчета нахо-

дится в центре пластинки. Две оси координат 

расположены в горизонтальной плоскости. 

Третья ось направлена вертикально вверх.  

Задана следующая геометрия: пластин-

ка в ненагруженном состоянии имеет форму 

параллелограмма, в основании которого ле-

жит квадрат со стороной 2L. Толщина 

пластины равна 2h. Боковые грани задаются 

участками плоскостей, которые определяются 

уравнени-ями:  LLx ,1  ,  LLx ,2  , 

 hhx ,3  . 

Полагаем, что точки с координатами x3-

=0 на боковых гранях пластинки не могут 

перемещаться в вертикальном направлении, 

то есть соответствующая им компонента пе-

ремещений u3=u3(x1,x2,x3) равна 0: 

        00,,0,,0,,0,, 13132323  LxuLxuxLuxLu . 

Для построения уравнений рассмотрим 

ситуации, когда деформации материала по j-й 

оси постоянны, а вдоль i-й оси происходит 

появление волнообразной поверхности, при 

этом значения параметров могут быть следу-

ющие: i=1, j=2 или i=2, j=1.  

В расчетах будем использовать безраз-

мерные величины: 
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h
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u

h
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h
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l i

i
i

i
i

i   

где li – длина волны; ui – перемещения. При-

веденные безразмерные величины позволяют 

легко определить, какие слагаемые в уравнениях 

имеют малые значения, которыми можно прене-

бречь. Особенно следует отметить факт, что 

пластинка имеет малую толщину 2h. Поэтому 

значение характеристик длин, появляющихся на 

поверхности пластинки волн il
~

, будет очень 

большим, что позволяет в дальнейшем упро-

стить математические выражения.  
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Для безразмерных величин компоненты 

тензора деформации вычисляются, как и в 

случае использования размерных величин: 
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С помощью безразмерной величины 
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закон Гука представляется в виде 
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где ij  – напряжения; ij  – символы Кроне-

кера;   и   – коэффициенты Ламе.  

Покажем, что нужное нам аналитиче-

ское решение компонент вектора перемеще-

ний в слое могут вычисляться с помощью вы-

ражений: 
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где γj – малые деформации по j-й оси; γi – ма-

лые деформации по i-й оси; δi – некоторая ма-

лая величина, позволяющая в дальнейшем 

использовать теорию малых упругих дефор-

маций. Очевидно, что компоненты тензора 

деформации ij
~  и j3

~  равны нулю.  

Из равенств 
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следует, что компонента 
3

~
i  также равна нулю. 

Ненулевыми являются только компоненты: 
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Первый инвариант тензора деформаций опре-

деляется выражением 
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Легко убедиться, что в данном решении 

0~
33  . Ненулевыми компонентами тензора 

напряжений являются следующие: 
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При больших значениях il
~

 с высокой 

точностью выполняются равенства: 
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В этом случае компоненты перемеще-

ний можно представить в виде: 
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ненулевые компоненты тензора деформаций – 

в виде: 
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а ненулевые компоненты тензора напряжений 

будут равны: 
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Это означает, что в уравнении равновесия 

0
3

1






k k

mk

x


 для данного напряженно-

деформированного состояния необходимо 

только проверить выполнение равенства 

0




i

ii

x


.                           (1) 

Покажем, что равенство (1) в рассмат-

риваемом напряженно-деформированном со-

стоянии пластинки выполняется приближен-

но. Для этого нужно установить, что при из-

менении координаты положения точек мате-

риала по i -й оси на интервале от 
ix  до 

hxi 2  величина 
ii  практически не меняет 

своего значения. Имеется только зависимость 

от координаты 
3x . Это будет означать, что на 

масштабах, соизмеримых с толщиной пла-

стинки h2 , зависимость компоненты тензора 

напряжений 
ii  от координаты 

ix  мала.  

Действительно, ввиду малости парамет-

ра h  получаем 

    





i

ii
iiiiii

x
hxxxhx


 2,,2 33  

3
~

~

~
sin~

4
~

~
4 x

l

x

l

c

x
i

i

i

i

i

ii
























, 

где 

 
.

2

2 2








c  

Отсюда следует, что при больших зна-

чениях il
~

 выполняется условие 

    0,,2 33  xxxhx iiiiii  . 

Для сравнения выпишем формулу, по-

казывающую, как меняется значение компо-

ненты ii  вдоль толщины пластинки: 

   

.~

~
cos4

~

~
4,,

3






















i

i
i

ii
iiiiii

l

x
c

x
hxhx







 

Из формулы видно, что изменение компонен-

ты ii  вдоль третьей оси координат не явля-

ется малой величиной. 

1.2. Моменты, действующие на элемент 

пластинки 

Определим действующие моменты на 

элемент пластинки, координаты точек которо-

го изменяются по i -й оси от 
0

ix  до ii xx 0
 

и по j -й оси от 
0

jx  до 
jj xx 0
. Рассмотрим 

случай отсутствия перемещений по j -й оси и, 

когда ненулевыми компонентами тензора 

напряжений являются только 
ii~  и jj~ .  

Очевидно, что действующий на элемент 

пластинки момент, может иметь ненулевую 

компоненту только по j -й оси. Абсолютная 

величина этой компоненты вычисляется по 

формуле 

    

     .,,

,,

33

0

3

0

33

33

0

3

0

33

xdxxxxuxx

xdxxxxxxuxxM

iii

h

h

ij

iiii

h

h

iijj
















 

С учетом малости величины 
ix  получаем 

   333 xdux
x

xxM

h

h

ii

i

jij 






  . 

При использовании безразмерных вели-

чин это выражение принимает вид 

   3

1

1

33

3 ~~~~
~

~~2 xdux
x

xxhM ii

i

jij 






  . 

Условие равновесия требует равенства 

нулю действующего на пластинку момента. 

То есть, должно выполняться требование 

   0~~~~
~ 3

1

1

33 






xdux
x

ii

i

 .       (2) 

Это приводит к следствию о возможном 

появлении волнообразного рельефа поверхно-

сти пластинки. Рассмотрим, как это происхо-

дит. Воспользуемся выведенными ранее фор-

мулами для величин 3
~u  и 

ii~ .  

Равенство (2) принимает вид 


 

 

 
 .0~

2

2

~
~

~
cos

2

2

~

2
~

~
cos

~~
~

3

3

2

3

2

3

1

1
























































































xd

x
l

x

x
l

x
lx

x

ji

i

ii

ji

i

i
ii

i















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Интеграл от нечетной функции относи-

тельно аргумента 3
~x  на интервале от 1  до 1 

равен нулю. Отбросим последнее слагаемое в 

квадратных скобках в подынтегральном вы-

ражении из-за наличия в нем произведения 

малых величин  jii   .  

В результате получим условие  


 

  
 .0~

~

~
cos

2

2
~

~
~

~
cos

2

2
~

3

2

2

3

21

1














































xd
l

xl

x
l

x

x

i

ijiii

i

ii

i













 

Очевидно, что выполняется оно только в том 

случае, когда будет справедливо равенство 

    jiil   2
~

32 22
, 

которое можно переписать в другом виде 

  j

i

i
l










2
~

3 2

2

. 

Это означает следующее. Чтобы на гра-

ницах пластинки компоненты перемещений 

3
~u  центральной плоскости (для которой 

0~
3 x ) равнялись нулю, 

    00,~0,~
33  LuLu , 

необходимо выполнения условия 

2

1
~

~

 N
l

L

i

,                         (3) 

где N  – количество полуволн; L
~

 – суммар-

ная длина полуволн. Произойти появление 

такого количества полуволн на поверхности 

пластинки может, когда деформация сжатия 

по i -й оси равна 

  ji N
L



















22

1
~

3

2

2

2

.       (4) 

Их существование возможно только при 

выполнении неравенства 

  ji N
L



















22

1
~

3

2

2

2

.     (5) 

 

2. Иллюстрация образования волн  

на поверхности полиуретановой  

пластинки 

2.1. Формирование волны 

При N =1 неравенство (5) примет вид 

  ji
L










2
~

12 2

2

.             (6)  

Построим систему координат на плос-

кости. По вертикальной оси будем отклады-

вать значения 
j , по горизонтальной – 

i . На 

оси 
i  отметим значение 

2

2

~
12 L


 , удовлетво-

ряющее неравенству 
2

2

~
12 L

i


  , в которое 

преобразуется неравенство (6) при j =0. На 

оси j  отметим значение 
 

2

2

~
6 L

 
 , удо-

влетворяющее неравенству 
 

2

2

~
6 L

j






 , 

в которое преобразуется неравенство (6) при 

i =0. Подчеркнем, что в начале статьи было 

сказано, что значения параметров может быть 

следующее: i =1, j =2 или i =2, j =1. Это 

означает, что образование одной волны воз-

можно, если значения i  и j  будут нахо-

диться в следующих пределах: 

 
2

2

2

2

~
12

~
6 LL

i










 ,           (7) 

 
2

2

2

2

~
12

~
6 LL

j










 .          (8) 

На рис. 1 показаны области значений 

величин 
i  и j , при которых возможно по-

явление и исчезновение волн. Перемещение из 

точки А в точку Б моделирует ситуацию, при 

которой фиксируется нулевая деформация по 

j -й оси и производится сжатие по i -й оси с 

учетом выполнения условия (7). В результате 

появится волна вдоль i -й оси. Перемещение 

из точки Б в точку В приводит к исчезнове-

нию волны. В точку В, отмеченную на рис. 1, 

можно прийти другим путем. Для этого рас-

смотрим условия нагружения, представлен-

ные на рис. 2. Перемещение из точки А в точ-

ку Г моделирует ситуацию, при которой фик-

сируется нулевая деформация по i -й оси и 

производится растяжение по j -й оси.  

Наблюдается отсутствие волны. Пере-

мещение из точки Г в точку В моделирует 

сжатие по i -й оси, но его недостаточно, 

чтобы появилась волна. Дальнейшее сжатие 

по i -й оси (перемещение из точки В в точку 

Д) с учетом выполнения условия (7) приво-

дит к появлению волн по i -й оси. 
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Рис. 1. Иллюстрация условий появления и ис-

чезновения волн. Волна по i -й оси  появляется 

за счет сжатия по i -й оси (путь от точки А 

до точки Б). Ее исчезновение происходит за 

счет растяжения по j -й оси (путь от точки 

Б до точки В) 

 

В точку В, отмеченную на рис. 1, можно 

прийти другим путем. Для этого рассмотрим 

условия нагружения, представленные на рис. 

2. Перемещение из точки А в точку Г модели-

рует ситуацию, при которой фиксируется ну-

левая деформация по i -й оси и производится 

растяжение по j -й оси. Наблюдается отсут-

ствие волны. Перемещение из точки Г в точку 

В моделирует сжатие по i -й оси, но его недо-

статочно, чтобы появилась волна. Дальнейшее 

сжатие по i -й оси (перемещение из точки В в 

точку Д) с учетом выполнения условия (7) 

приводит к появлению волн по i -й оси. 

 

Рис. 2. Иллюстрация условий отсутствия и 

появления волн. Растяжение по j -й оси (путь 

от точки А до точки Г) и сжатие по i -й оси 

(путь от точки Г до точки В) не приводит к 

появлению волны. Дальнейшее сжатие по i -й 

оси приводит к появлению волны вдоль i -й оси 

(путь от точки В до точки Д) 

Рассмотрим ситуацию появления волн в 

любом направлении (рис. 3).  

Перемещение от точки А до точки Е мо-

делирует сжатие нанослоя в обоих направле-

ниях при одновременном удовлетворении не-

равенств (7) и (8). Затем, если материал под-

вергнуть растяжению (путь от точки Е до точ-

ки Ж), возможно, что волна поменяет направ-

ление. 

 

Рис. 3. Иллюстрация условий появления волн в 

любом направлении (путь от точки А до точ-

ки Е) с возможностью изменения своей 

направленности (путь от точки Е до точки 

Ж) 

 

2.2. Условия формирования m полуволн 

вдоль i-й оси и n полуволн вдоль j-й оси 

Рассмотрим случай, при котором вдоль 

i -й оси будет формироваться m  полуволн, а 

вдоль j -й оси n  полуволн.  

Неравенство (5) приобретет вид 

  ji m
L



















22

1
~

3

2

2

2

     (9) 

или  

  ij n
L



















22

1
~

3

2

2

2

    (10) 

По аналогии с выводами условий (7) и 

(8) получаем условия формирования m  полу-

волн вдоль i -й оси и n  полуволн вдоль j -й 

оси: 
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  2

2
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2

2

2

1
~

32

1
~

3

2




















 m

L
m

L
i








  2

2

22

2

2

2

1
~

32

1
~

3

2




















 n

L
n

L
j







. 

Заключение 

Потеря устойчивости тонкого упругого 

слоя возникает при сжатии вдоль боковых 

граней. Но на условия возникновения волно-

образной поверхности вдоль одной оси суще-

ственно влияют деформации вдоль другой 

оси. Появление волнообразной поверхности 

может происходить, в том числе и при растя-

жении пластинки вдоль одной оси, если при 

этом оно сопровождается сжатием вдоль дру-

гой оси. В работе получены формулы, позво-

ляющие определить границы области, в кото-

рых возможны перестройки направления волн 

при деформировании материала.  
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A promising direction in creating biocompatible polymer implants is using ion-plasma treatment 

of surface being in contact with biological tissues. This treatment allows production of implants 

with a carbonized nanolayer which does not provoke rejection. However, some problems arise 

when a soft polymeric material, e.g. bio-inert polyurethane, is used for the manufacture of this 

medical product. The material can be severely deformed by the movement of biological tissue, 

which causes the occurrence of time-varying stresses in the nanolayer. Moreover, the carbonized 

layer emerging in course of the ion-plasma treatment has a wave-like surface, which is an indica-

tion of initial stresses. This paper focuses on mathematical modeling of possible rearrangements 

of a thin elastic layer. The obtained analytical solutions provide an explanation for the behavior 

of the elastic layer and for the conditions of loss in stability of one or another deformed state. It 

has been found that changes in loads may provoke a new orientation of the wave-like relief. The 

solution presented in the paper can be used to gain better understanding of the phenomena related 

to geometrical changes in nanolayers formed on soft materials.  

Keywords: thin elastic layer; stress-strain state; stability loss; wave-like relief; surface geome-

try change; wave orientation. 


