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Введение 

В работе развивается основанный на 

идеях функционального анализа метод иссле-

дования периодических решений обыкновен-

ных дифференциальных уравнений первого 

порядка. Изучению периодических решений 

посвящено большое количество работ. Осно-

вы теории периодических решений диффе-

ренциальных уравнений разрабатывали Анри 

Пуанкаре для задачи трех тел [1] и А.М. Ля-

пунов для задачи о движении любой механи-

ческой системы [2]. Периодические решения 

играют существенную роль в качественной 

теории дифференциальных уравнений и в 

прикладных задачах [3]. Необходимость ана-

лиза периодических решений дифференци-

альных уравнений возникает в классической и 

небесной механике [4–11], космической робо-

тотехнике [12–18], а также при моделирова-

нии экономических процессов [23–35]. Одна-

ко общего подхода изучения периодических 

решений дифференциальных уравнений не 

существует. Имеется несколько методов и 

способов для решения данной задачи. Так,  
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основным методом доказательства существо-

вания периодических решений дифференци-

альных уравнений являются: метод точечных 

отображений Пуанкаре–Андронова, метод 

направляющих функций, вариационные мето-

ды, топологический метод, усреднение Кры-

лова–Боголюбова и т.д. Отметим, что пере-

численные методы достаточно сложно при-

менять на практике.  

В данной работе, опираясь на результа-

ты работ [19–21] и используя аппарат произ-

водных чисел [22], решается задача оценки 

числа периодических решений дифференци-

альных уравнений первого порядка. 

1. Верхняя оценка числа  

периодических решений 

Пусть правая часть уравнения  

),(= xtfx                          (1) 

есть непрерывная по совокупности аргу-

ментов и  -периодическая по t  функция. 

Теорема 1. Если правая часть уравнения 

(1) при каждом фиксированном t  есть 

возрастающая по x  функция, причем сущест-

вует момент ][0,* t  такой, что ),( * xtf  

строго возрастает, то уравнение (1) может иметь 

не более одного периодического решения. 
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Доказательство. Предположим, что 

вопреки утверждению теоремы, уравнение (1) 

имеет два периодических решения )(1 tx  и 

)(2 tx . Покажем, что эти решения не имеют 

общих точек.  

Поскольку )()( 21 txtx  , то существует 

точка 0t  такая, что )()( 0201 txtx  . Не 

нарушая общности, можно считать, что 0=0t  

и                        (0).<(0) 21 xx                       (2) 

Допустим противное, а именно, что 

решения 
1x  и 

2x  пересекаются. Это означает, 

что существует такое 0>T , что 

)(=)( 21 TxTx . Обозначим через 
't  точную 

нижнюю границу множества 

0}>),(=)(:{ 21 ttxtxt . В силу непрерывности 

функций )(1 tx  и )(2 tx  и условия (2) 

заключаем, что 0>'t . 

Из неравенства (2) и выбора точки 
't  

следует, что при ][0, 'tt  )()( 21 txtx  . По 

условию теоремы функция ),( xtf  возрастает 

по x  при каждом фиксированном t , и, 

следовательно, для ][0, 'tt  будет иметь 

место неравенство  

)).(,())(,( 21 txtftxtf                (3) 

Разность )()( 12

'' txtx   представим в виде:  

 (0)(0)=)()( 1212 xxtxtx ''
 

.))](,())(,([ 12
0

dttxtftxtf
't

  

Из (3) следует, что  

0,))](,())(,([ 12
0

 dttxtftxtf
't

 

но тогда, учитывая (2), получим  

),(<)( 21

'' txtx  

что противоречит выбору точки 
't . 

Таким образом, при 0t  решения 
1x  и 

2x  не пересекаются. Отсутствие у этих реше-

ний общих точек при 0<t  следует из  -

периодичности. 

Итак, если уравнение (1) имеет два  -

периодических решения, и выполнено нера-

венство (2), то при всех t  будет  ),(<)( 21 txtx  

и, следовательно, при всех t  будет иметь 

место неравенство (3). Но тогда и  

0.))](,())(,([ 12
0

 dttxtftxtf


 

Более того, поскольку ),( xtf  непре-

рывна и ),( * xtf  строго возрастает по x , то в 

некоторой окрестности точки ][0,* t  

будет иметь место строгое неравенство 

)),(,(<))(,( 21 txtftxtf  и потому мы вправе 

утверждать, что  

0.>))](,())(,([ 12
0

dttxtftxtf 


 

Учитывая последнее неравенство, при-

ходим к следующей противоречивой цепочке 

соотношений:  

=(0)])([(0)])([=0 1122 xxxx    

0.>))](,())(,([ 12
0

dttxtftxtf 


 

Полученное противоречие и опровер-

гает предположение о том, что в условиях 

теоремы уравнение (1) может иметь два 

различных  -периодических решения. 

Теорема 2. Если правая часть урав-

нения (1) при каждом фиксированном t  есть 

выпуклая функция, причем для некоторого 

][0,* t  ),( * xtf  строго выпуклая по x , то 

уравнение (1) может иметь не более двух 

различных  -периодических решений. 

Доказательство. Прежде всего пока-

жем, что в условиях теоремы уравнение (1) 

обладает свойством существования и един-

ственности решения, для чего установим, что 

если f  выпукла и непрерывна, то она 

является Липшицевой. 

Действительно, пусть ),( 00 xt  – произ-

вольная точка плоскости, а   и   – 

некоторые положительные числа. Покажем, 

что для области  

]},[],,[:),{(= 0000   xxxtttxtD

существует такое L , что для любых 

],[, 00   xxxx '''
 и сразу для всех 

],[ 00   ttt  будет 

.|||),(),(| '''''' xxLxtfxtf   

При доказательстве теоремы 14 [22] мы 

отмечали, что при каждом фиксированном t  

функция f  имеет ограниченную правую 

производную, которая является возрастающей 

функцией от x . Покажем, что существует 

такое K , что для всех Dxt ),(  будет  

.|),(| Kxtf ' 
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Поскольку при каждом фиксированном 

t  функция ),( xtf '
 монотонно возрастает, то 

свои экстремальные значения она может при-

нимать только на концах интервала. Следо-

вательно, чтобы доказать требуемое неравен-

ство, достаточно показать, что ограничены 

функции ),( 0  xtf '
 и ),( 0  xtf '

 при 

],[ 00   ttt . 

Покажем, что ),( 0  xtf '
 ограничена 

сверху. Выберем некоторое 0> xm . Тогда 

для всех ],( 0 mxy  , учитывая тот факт, 

что при любом фиксированном t  функция 









0

0 ),(),(

xy

xtfytf
 возрастает по y, будем 

иметь  


















0

0

0

0 ),(),(),(),(

xm

xtfmtf

xy

xtfytf
 

.
|),(||),(|

0

0










xm

xtfmtf
 

Функция f  непрерывна, и, следова-

тельно, |),(| mtf  и |),(| 0 xtf  ограничены 

на ],[ 00   tt . Таким образом, приходим к 

заключению, что существует некоторая 

константа K , такая, что для всех 

],( 0 mxy   и всех ],[ 00   ttt  будет  

.
),(),(

0

0 K
xy

xtfytf









 

Но тогда для всех ],[ 00   ttt  

будет и .),( 0 Kxtf '    Аналогично 

доказы-вается, что ),( 0  xtf '  ограничена 

снизу. 

Объединяя эти два результата и 

учитывая, что при каждом t  
'f  является 

возрастающей по x  функцией, убеждаемся в 

справедливости утверждения об ограничен-

ности функции 
'f  на D . 

Выберем в ],[ 00   xx  две произ-

вольные точки 
'x  и 

''x , а в ],[ 00   tt  

произвольный момент 
't . Функция ),( xtf '

 на 

],[ ''' xx  непрерывна и имеет конечную пра-

вую производную, что, в силу теоремы 12 

[22], влечет существование точек 

),(, 21

''' xxxx   таких, что  

).,(
),(),(

),( 21 xtf
xx

xtfxtf
xtf ''

'''

'''''
''  




  

Откуда, с учетом ограниченности на D  

функции 
'f  и произвольности выбора 

'x , 
''x  и 

't , следует, что для любого KL   и 

произвольных ],[, 00   xxxx '''
 будет  

|,||),(),(| '''''' xxLxtfxtf   

],[ 00   ttt , 

что и означает, что f  – Липшицева. 

Пусть выполнены условия теоремы. 

Покажем, что тогда уравнение (1) не может 

иметь более двух  -периодических решений. 

Предположим противное, т.е. что уравнение 

(1) имеет три  -периодических решения 
1y , 

2y  и 3y . Как показано выше, функция f  

удовлетворяет условию Липшица, и, следова-

тельно, уравнение (1) обладает свойством 

существования и единственности решений, а 

потому, если при 0=t   

(0),<(0)<(0) 321 yyy  

то и при любом t  будет  

).(<)(<)( 321 tytyty                 (4) 

Выпишем два очевидных тождества, 

которые ввиду (4) имеют смысл при всех t :  

23

23

23

23 ),(),(
=

yy

ytfytf

yy

yy







 
 

и  

.
),(),(

=
12

12

12

12

yy

ytfytf

yy

yy







 
 

Вычитая из первого равенства второе, 

получим  















23

23

12

12

23

23 ),(),(
=

yy

ytfytf

yy

yy

yy

yy 
 

.
),(),(

12

12

yy

ytfytf




                   (5) 

Представим решение уравнения (1) 
2y  

в виде  

).())((1)()(=)( 312 tyttytty    (6) 

В силу (4) очевидно, что при всех t  

(0,1))( t . 

Подставляя в правую часть (5) 

представление (6), получим  

=
),(),(),(),(

12

12

23

23

yy

ytfytf

yy

ytfytf
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=
)(

))(1,(),(

13

313

yy

yytfytf








– 

))((1

),())(1,(

13

131

yy

ytfyytf









= 

))((1

))(1,(),()(1),(
=

13

3131

yy

yytfytfytf








 

).(= tg  

Функция )(tg  непрерывна, так как 

непрерывны функции f  и   и из 

неравенства (4) и определения   следует, что 

существует такое число 0> , что при всех t  

будет  

.))()())(()(1( 13   tytytt  

Более того, учитывая выпуклость 

функции f , т.е. что при всех t   

),)(1,(),()(1),( 3131 yytfytfytf  

заключаем, что при всех t   

0.)( tg  

Но при ][0,= * tt  по условию 

теоремы ),( * xtf  строго выпукла, из чего 

следует, что как в самой точке 
*t , так и в 

некоторой ее окрестности, в силу 

непрерывности, будет выполняться строгое 

неравенство 0.>)(tg  

Таким образом, окончательно функция 

g  непрерывна, неотрицательна и существует 

промежуток, на котором она принимает 

только положительные значения. 

Принимая во внимание эти сообра-

жения, проинтегрируем тождество (5) в 

пределах от 0  до  . Поскольку функции 
1y , 

2y  и 3y   -периодические, то получим  

==)(<0
12

12

23

23

00
dt

yy

yy

yy

yy
dttg













 

0.=
(0)(0)

)()(
ln

(0)(0)

)()(
ln

12

12

23

23



























yy

yy

yy

yy 
 

Это противоречие и показывает, что 

при выполнении условий теоремы уравнение 

(1) не может иметь трех  -периодических 

решений. 

Теорема 3. Если правая часть уравне-

ния (1) имеет непрерывную по совокупности 

аргументов производную ),(=),( xtfxtf
dx

d ' , 

которая при каждом t  является выпуклой по 

x  функцией, причем существует момент 

][0,* t  такой, что ),( * xtf '
 строго 

выпукла, то уравнение (1) не может иметь 

более трех  -периодических решений. 

Доказательство. Обозначим через 

),( xt  решение уравнения (1), начинающееся 

в точке x  при 0=t . Тогда ),( x  есть 

точка, в которую попадет это решение при 

=t . Введем вспомогательную функцию 

)(x , положив ),,(ln=)( xx '   где штрих 

означает 
dx

d
. 

Поскольку функция 
'f  определена и 

непрерывна, то и функция 
'  определена и 

непрерывна, а из уравнения в вариациях 

следует, что при любых x  и t   

0.>),( xt'  

Таким образом, функция )(x  задана 

корректно. 

Если дополнительно известно, что 

)(x  строго выпукла, то теорему очень 

просто доказать. 

Действительно, пусть уравнение (1) 

имеет четыре  -периодических решения 

),( ixt , начинающиеся в точках ix , 

4,3,2,1=i . Пусть, для определенности, 

.<<< 4321 xxxx  

Построим функцию xx ),( . Она 

непрерывна на каждом интервале ],[ 1jj xx , 

,3,2,1=j  принимает на концах интервала 

равные значения, поскольку, ввиду  -перио-

дичности, ii xx =),( , 4,3,2,1=i  и, нако-

нец, имеет производную в каждой точке x .  

Таким образом, для функции  

xxxg ),(=)(   

выполнены все условия теоремы Ролля, и, 

следовательно, существуют точки  

),(),,(),,( 433322211 xxzxxzxxz 

такие, что  

1,2,3.=0,=)( jzg j

'
 

Отсюда следует, что  

1,2,3,=1,=),( jz j

'   

и окончательно получаем  

1,2,3.=0,=)( jz j  
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Итак, если уравнение (1) имеет четыре 

 -периодических решения, то функция )(x  

принимает равные значения в трех различных 

точках, что противоречит предположению о 

ее выпуклости. Следовательно, для того 

чтобы доказать теорему, нам достаточно 

показать, что функция )(x  строго выпукла 

на ],[ 41 xx . 

Из уравнения в вариациях находим  

.)),(,(=)(
0

dtxttfx ' 


  

Функция ),( xtf '
 по условию выпукла 

по x  и, следовательно, в силу теоремы 14 

[22], при каждом фиксированном t  имеет в 

любой точке x  конечную правую производ-

ную. Функция ),( xt , в силу существования 

и единственности решений уравнения (1), 

строго возрастает по x  при каждом 

фиксированном t . Из чего следует, что 

правую производную функции )),(,( xttf '  , 

которую мы обозначим через 
'' xttf ))),(,((  , 

можно записать в виде  

),,()),(,()(=))),(,(( xtxttfxttf '''''  
 

где через )),(,()( xttf '' 
 обозначена правая 

производная функции ),( tf '
 по переменной 

  в точке ),(= xt . С учетом сказанного 

имеем  

.),()),(,()(=)(
0

dtxtxttfx '''' 




  (7) 

На множестве  

]},[],[0,:),{(= 41 xxxtxtD    

функция ),( xt  ограничена, так как в силу 

существования и единственности решений 

уравнения (1) она возрастает по x , и, 

следовательно, ),,(),(),( 41 xtxtxt    

а ),( 1xt  и ),( 4xt  ограничены на ][0,  как 

непрерывные  -периодические решения 

уравнения (1). Тогда на D  ограничена, как 

непрерывная по совокупности аргументов, и 

функция )),(,( xttf '  , а это влечет за собой 

ограниченность на D  функции  

.=),(
)),(,(

0




dx'f

t

' ext


 

Далее, из доказательства теоремы 2 

следует, что на D  ограничена функция 

)),(,()( xttf '' 
, поскольку она является 

правой производной выпуклой по x  и 

непрерывной по совокупности аргументов 

функции.  

Таким образом, все функции, входящие 

в правую часть (7), ограничены, и, следова-

тельно, функция 
'  ограничена на ],[ 41 xx . 

Итак,   – непрерывная на ],[ 41 xx  

функция, обладающая на этом интервале 

ограниченной правой производной. Тогда, 

согласно теореме 14 [22], чтобы доказать 

строгую выпуклость функции   на ],[ 41 xx , 

достаточно показать, что 
'  строго возрас-

тает на ],[ 41 xx . 

Пусть )]([ x'   произвольное правое 

производное число функции 
'  в точке 

],[ 41 xxx , и }{ nh  – последовательность, на 

которой это число реализуется, 0nh  при 

n , 0>nh . Покажем, что  

0.)]([  x'  

Действительно, учитывая, что функция 

)),(,()( xttf '' 
 возрастает по x , а 

0>),( xt' , и используя уравнение в вариа-

циях, получим:  

xttf
h

x
n

n

,(,()((
1

lim=)(][ ''

0

' 








  

 ),()) '

nn hxth   

)),()),(,()( ''' dtxtxttf 
 

)),(,()[(),(
1

l= '''

0
nn

n
n

hxttfhxt
h

im  


 


 

      dtxttf ,,) ''   

)),(,()(lim
''

0
xttf

n







  

   



dt

h

xthxt

n

n ,, '' 
 

=),())(),(,()( ''''

0
dtxtxttf 

 


 

]),()),(,()([ '''

0
xtxttf 




  

 
=

,

),()(
'

''

dt
xt

xt



 

    dtxtxt
dt

d
,, ''

0



 


 

.0)(
2

1
=

2'  x  
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Здесь мы положили  

=
),(

),()(
=),(

xt

xt
xt

'

''
'









 

 dxxf '''
t

),()),(,()(
0



  

и учли, что ).(=),( xx ''    

Предельный же переход под знаком 

интеграла допустим, поскольку правая 

производная 
'' )(  функции 

'  существует и 

конечна на ],[ 41 xx . 

Повторяя эти рассуждения, для 

произвольного левого производного числа 

функции 
'  в точке x  получим оценку  

.),()))(,(,()()]([
0

dtxtxttfx ''''' 

 


Поскольку функция 
'' )(  ограничена на  

]},,[],[0,:),{(= 41 xxxtxtD    

то функция ][  '  ограничена на ],[ 41 xx  

снизу. 

Итак, на ],[ 41 xx  все правые производ-

ные функции 
'  неотрицательны, а все ее 

левые производные числа равномерно ограни-

чены снизу. Следовательно, согласно теореме 

9 [22], функция 
'  возрастает на ],[ 41 xx . 

Покажем, что '  строго возрастает на 

],[ 41 xx . Прежде всего отметим, что из 

полученной выше оценки  

)(
2

1
)]([

2
xx ''     

следует, что если точка 0x  не является корнем 

функции 
' , то 0,>)]([ 0x'   и если в 

окрестности точки 0x  нет корней функции 

' , то в этой окрестности функция 
'  

строго возрастает. 

Предположим, что 
'  возрастает, но 

не строго. Тогда найдется сегмент ],[ 21 yy , на 

котором функция 
'  постоянна. Но, как сле-

дует из сделанного выше замечания, на этом 

сегменте 
'  может быть только нулевой, так 

как, если существует окрестность, где 

0' , то в ней 
'  строго возрастает.  

Таким образом,  

].,[0,)( 21 yyxx'   

Тогда для правой производной функции 
'  в произвольной точке ],[ 21 yyx  имеем:  

=)()(=0 x''   

),()),(,()(lim
0

1

0

hxthxttfh '''

h




 


 

=),()),(,()( dtxtxttf '''   






'''

h

fhxt
h

))[(,(
1

lim
00




 

.
),(),(

lim)),(,()(

))],(,()()),(,(

00
dt

h

xthxt
xttf

dtxttfhxtt

''

h

''

''








 


















Как было показано выше, второе слагаемое 

есть 0=)(
2

1 2
x' , следовательно, равно 

нулю и первое слагаемое, которое мы обоз-

начим через )(xI . 

Оценивая )(xI  снизу, получим:  

)),(,()[(lim)(=0
0

1

0

hxttfmhxI ''

h

 


 


 

0))],(,()(   dtxttf ''  , 

где  

).,(min=
][0,],

4
,

1
[],[0,

hxtm '

hxxxt







 

Покажем, что 0>m . 

В силу теоремы об интегральной 

непрерывности для произвольно выбранного 

0>  найдем 0>  такое, что при 

 || 1 xx  будет  |<),(),(| 1 xtxt   сразу 

для всех ][0,t . Можно считать, что 

выбранные   и   подходят и для решения 

),( 4xt . Решения уравнения (1) ),( 1xt  и 

),( 4xt  ограничены на ][0,  как 

периодические. Учитывая, что при каждом 

фиксированном ][0,t  ),( xt  возрастает 

по x , получим, что ),( xt  ограничена на d . 

И следовательно, для выбранного выше   

),( xt  ограничена на  

]}.,[],[0,:),{(= 41   xxxtxtD'
 

Далее, функция 
'f  по условию 

непрерывна по совокупности аргументов и, 

следовательно, также ограничена на 
'D . Но 

тогда существует такое A , что для любых 

][0,t , ],[ 41 xxx  и ][0,h  будет  

.|)),(,(|
0

Adhxf '
t
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Отсюда, учитывая, что  

,=),(
)),(,(

0




dx'f

t

ext


 

находим, что 0.>Aem   

Из положительности m  и справед-

ливости равенства  

)),(,()[(lim
0

1

0

hxttfmh ''

h




 


 

0=))],(,()( dtxttf ''   

следует, что  

)),(,()[(lim
0

1

0

hxttfh ''

h




 


 

0.=))],(,()( dtxttf ''   

Введем в рассмотрение функцию )(xr , 

положив  

.)),(,()(=)(
0

dtxttfxr '' 




  

Из полученного выше равенства следует, что 

0.='r  

Легко видеть, что левые производные 

функции r  неотрицательны, причем, находя 

левую производную функции 
'  и повторяя 

для нее те же рассуждения, которые были 

приведены при рассмотрении правой произ-

водной этой функции, убеждаемся, что левая 

производная функции r  ограничена еще и 

сверху. Таким образом, на основании теоремы 

1 [22] заключаем, что функция r  непрерывна 

на ],[ 21 yy , а тогда, в силу теоремы 13 [22], 

следует, что r  постоянна на ],[ 21 yy . 

Покажем, что ).(<)( 21 yryr  

Рассмотрим разность  

=)()( 12 yryr   

.))],(,()()),(,()[( 12
0

dtyttfyttf '''' 


   

),(>),( 12 ytyt   в силу единственности. 

Отсюда,  

0,)),(,()()),(,()( 12   yttfyttf ''''   

так как по условию функция 
'f  выпукла, и, 

следовательно, в силу теоремы 14 [22], 
''f )(  

возрастает. Причем, по условию теоремы 

существует точка 
*t , в которой функция 

'f  

строго выпуклая, и потому в этой точке  

0.>)),(,()()),(,()( 1

**

2

** yttfyttf ''''     

более того, это неравенство должно выполняться 

и в некоторой окрестности точки 
*t . 

Действительно, если это не так, то су-

ществует сходящаяся к 
*t  последователь-

ность }{ kt  такая, что для любого k  будет  

)).,(,()(=)),(,()( 21 yttfyttf kk

''

kk

''  
 

Но тогда, как нетрудно проверить, для 

любого (0,1)  и сразу для всех k  будет 

иметь место равенство  

=)),()(1),(,( 21 ytyttf kkk

'    

)).,(,()(1)),(,( 21 yttfyttf kk

'

kk

'    

Отсюда, в силу непрерывности функций 
'f  и 

  по совокупности аргументов, следует, что  

=)),()(1),(,( 2

*

1

** ytyttf '    

)),,(,()(1)),(,( 2

**

1

** yttfyttf ''    

а это противоречит строгой выпуклости 

функции 
'f  в точке 

*t . 

В силу сказанного приходим к заклю-

чению, что ).(<)( 21 yryr  

Полученное противоречие показывает, 

что интервала, на котором 
'  постоянна, не 

существует, и, следовательно, 
'  строго воз-

растает на ],[ 41 xx . Строгое же возрастание 

функции 
' , как отмечалось выше, влечет за 

собой строгую выпуклость на ],[ 41 xx  функ-

ции  , что, как показано в начале доказа-

тельства теоремы, несовместимо с предполо-

жением о существовании у уравнения (1) 

четырех  -периодических решений. 

Пусть ),( xtf , как и раньше, непре-

рывная по совокупности аргументов и  -

периодическая по t  функция.  

Введем обозначения, положив  

,),(=),(
0

1 dyytfxtf
x




 

),,(=),(0 xtfxtf   ).,(=),(1 xtfxtf '
 

Тогда все полученные результаты 

можно записать в единой форме. 

Теорема 4. Если при некотором 

3,2,1=k  функция ),(2 xtf k
 непрерывна по 

совокупности аргументов и выпукла по x  при 

каждом фиксированном t , причем сущест-

вует такой момент 
*t , что ),( *2 xtf k

 строго 

выпукла, то уравнение (1) может иметь не 

более k   -периодических решений.  
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2. Нижняя оценка числа 

периодических решений 

В работе [3] В.А. Плисс построил при-

мер, показывающий, что этот ряд теорем не 

может быть продолжен. Здесь мы изложим 

другой подход, позволяющий в ряде случаев 

получить информацию о числе  -периоди-

ческих решений уравнения (1). 

Теорема 5. Пусть правая часть 

уравнения (1) такова, что уравнение  

0))(,( ttf   

имеет n  решений )(ti , ni ...,,2,1= , обла-

дающих следующим свойством: для любого 

,...,,1,0= nk в области  

)}(<<)(),,(:),{(= 1 txttxtD kkk    

функция ),( xtf  знакопостоянная, причем 

знак функции меняется при переходе в 

соседнюю область. Тогда, если  

,=)(min<)(max= 11  jj
t

j
t

j tt   

1,1,2,= nj  , 

то уравнение (1) имеет не менее n   -перио-

дических решений. Здесь мы считали, что 

=0 ,  =1n . 

Доказательство. Выберем произволь-

ное ni ...,,2,1=  и, для определенности, будем 

считать, что в области 1iD  0),( xtf , а в 

iD  0),( xtf . 

По условию теоремы  

1.,1,2,=,< 1  njjj   

Следовательно, для выбранного i  будет при 

ix =  0,),(=))((  xtfxtxG   а при ix =  

0.))(( txG  Но тогда, как показали H.W. 

Knobloch в [19] и J. Mawhin в [20, 21], в 

полосе ii x    существует хотя бы одно 

 -периодическое решение уравнения (1).  

Поскольку таких полос n , то уравнение 

(1) имеет не менее n   -периодических 

решений. 

Комбинируя теорему 5 с предыдущими  

теоремами п. 1, можно доказать ряд теорем, 

дающих более точную информацию о числе 

 -периодических решений в уравнении (1). 

Для примера докажем одну такую теорему. 

Теорема 6. Пусть правая часть уравне-

ния (1) удовлетворяет всем требованиям 

теоремы 5, и при любом ni ...,,2,1=  ),( xtf  

является возрастающей или убывающей по x  

функцией в полосе .ii x    

Тогда уравнение (1) имеет n   -перио-

дических решений. 

Доказательство. Выберем произволь-

ное ni ...,,2,1=  и, для определенности, будем 

считать, что в полосе  

ii x    

),( xtf  возрастает по x  при каждом 

фиксированном t . Покажем, что в выбранной 

полосе располагается только одно  -

периодическое решение уравнения (1). 

Пусть, напротив, в полосе  

ii x    

располагаются два  -периодических реше-

ния уравнения (1) )(1 ty  и )(2 ty . Как было 

показано в доказательстве теоремы 1 эти 

решения нигде не пересекаются, и потому, не 

нарушая общности, можно считать, что при 

всех t   

),(<)( 21 tyty  

что, в силу предположения о монотонности 

функции ),( xtf , влечет за собой выполнение 

неравенства  

].[0,)),(,())(,( 21  ttytftytf  

Учитывая это, заключаем, что имеет место 

неравенство  

=(0)](0)[)]()([ 1212 yyyy    

0.))](,())(,([ 12
0

 dttytftytf


        (8) 

Чтобы быть периодическим, решение )(1 ty  

из области, расположенной над кривой )(ti , 

обязательно должно перейти в область, 

расположенную под кривой )(ti . Это значит, 

что существует момент ][0,'t  такой, что  

).(<)(<)( 21

''

i

' tytty   

Но по условию теоремы  

0,=))(,( '

i

' ttf   

и график функции )(ti  является границей 

областей перемены знака функции ),( xtf . 

Следовательно, в точке 
't  должно выпол-

няться неравенство  

)).(,(<))(,( 21

'''' tytftytf  

Из этого неравенства, поскольку функция 

),( xtf  непрерывна, сразу следует, что в (8) 
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имеет место знак строгого неравенства, а это 

противоречит предположению об  -

периодичности решений )(1 ty  и )(2 ty . 

Таким образом, полученное противо-

речие показывает, что в полосе  

ii x    

существует не более одного  -периоди-

ческого решения уравнения (1). Но, как 

следует из теоремы 5, в этой полосе 

обязательно существует хотя бы одно  -

периодическое решение уравнения (1). 

Отсюда окончательно заключаем, что в 

каждой полосе  

,,1,2,=, nix ii    

располагается только одно  -периодическое 

решение уравнения (1). Поскольку таких 

полос n , то уравнение (1) имеет точно n   -

периодических решений. 

В частности, из теоремы 5 следует, что 

если правая часть уравнения (1) представима 

в виде           

),,(=),(
1=

xtfxtf i

n

i

  

где 0),( xtfi  при )(= tx i , и 
)(

),(

tx

xtf

i

i


 – 

знакопостоянна при )(tx i , ni ...,,2,1= , 

то уравнение (1) имеет не менее n   -перио-

дических решений, если )(ti , ni ...,,2,1= , 

удовлетворяют требованиям теоремы 5.  

Заключение 

На основе сформулированных и дока-

занных теорем показано применение метода 

производных чисел для оценки числа перио-

дических решений дифференциальных урав-

нений первого порядка. 
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