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Введение  

Рельеф местности является важным фак-

тором при моделировании различных процес-
сов и явлений, например распространения лес-

ного пожара [1], динамики наводнений [2], 

распространения загрязняющих веществ [3], 

динамики снеготаяния [4] и многих других. Он 
оказывает влияние на состав почвы [5] и ее 

урожайность [6], на пространственное распре-

деление растений [7], на различные климати-
ческие характеристики [8].  

В некоторых математических моделях 

рельеф является основным определяющим 

фактором, например при изучении движения 
снежных лавин.  

В ряде исследований учитывается шеро-

ховатость рельефа [8–10], которая обычно ха-
рактеризуется параметрами простого вида [8].  

                                                             
© Митин В. Ю., 2019 

Однако упрощенный подход к учету 
шероховатости может быть не всегда доста-

точным. Например, при исследовании шеро-

ховатости инженерных поверхностей на мик-
роуровне (ГОСТ 2789-73) используется более 

20 стандартных параметров шероховатости, а 

также иногда рассчитываются более сложные 
параметры, в частности, фрактальные [11]. 

Фрактальные методы для изучения рельефа 

местности используются редко [12], хотя в 

географических науках встречаются области 
широкого применения фрактального анализа, 

например анализ речных стоков. Системати-

ческие данные о фрактальных свойствах рель-
ефа различных участков земной поверхности 

или населенных пунктов, о характере их вли-

яния на климатические или иные процессы и 

явления отсутствуют. 
В данной статье представлены результа-

ты оценки фрактальной размерности рельефа 

местности на основе метода минимального по-
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крытия, получены характерные значения фрак-

тальной размерности рельефа различных участ-
ков земной поверхности, установлены зависи-

мости индекса фрактальности от характеристик 

профиля рельефа и показан локальный характер 

корреляции индекса фрактальности с количе-
ством грозовых дней и с лесистостью на приме-

ре конкретных географических областей.  

1. Фрактальная размерность  

и метод минимального покрытия 

Известно [13], что длина береговых ли-
ний зависит от того, с какой точностью она 

измеряется; при измельчении масштаба полу-

чаемые значения периметра береговой линии 

увеличиваются. Ричардсон, выполняя измере-
ния в различных масштабах, обнаружил, что 

зависимость периметра от масштабного фак-

тора имеет степенной вид:   

 P 
 

, ,0 ,                 (1) 

где P() – периметр, соответствующий мас-

штабу  (символ ~ означает одинаковый по-

рядок роста функций при  →+0).  
Зависимость вида (1) некоторой раз-

мерной величины от масштабного фактора 

является типичной для многих природных 

объектов [14], в том числе и для профиля ре-

льефа местности.  
Эта идея легла в основу определения 

фрактальной размерности Хаусдорфа–Безико-

вича для множеств в некотором метрическом 
пространстве, которую можно вычислить сле-

дующим образом:  

 
 

,
1log

log
lim

0 





N
D


                  (2) 

где  N  – минимальное количество шаров 

радиуса  , покрывающих это множество. Из 

соотношения (2) следует, что  N   D1 , 

т.е. D – показатель роста величины  N  по 

степенному закону. 

Фрактальную размерность рельефа мож-

но считать своеобразной характеристикой его 

шероховатости: чем выше фрактальная размер-
ность, тем выше степень изрезанности рельефа.  

В отличие от других параметров шерохо-

ватости, она позволяет учитывать общую фрак-
тальную структуру линии профиля и тенденцию 

изменения перепадов высот при изменении 

масштаба. Ее также можно считать мерой хао-
тичности рельефа: низкая фрактальная размер-

ность означает наличие тенденций в изменении 

высоты (склоны гор, углубление водоемов). 

Существует множество способов оцен-

ки фрактальной размерности [15]. В данной 
статье используется эффективный и быстро 

сходящийся метод минимального покрытия, 

предложенный Дубовиковым и Старченко 

[16]. В этом методе вычисляется индекс вари-

ации  , который является оценкой индекса 

фрактальности – разности между хаусдорфо-

вой размерностью и топологической размер-
ностью, связанный с фрактальной размерно-

стью D равенством: 

.1  D                          (3) 

Значение индекса фрактальности   

оценивается из соотношения:  

     i if AV    .           (4) 

В двойных логарифмических координа-

тах параметр   определяется через угловой 

коэффициент линии регрессии, построенной 

по методу наименьших квадратов для некото-

рой последовательности величин  . В форму-

ле (4)  fV  – полная амплитудная вариация, 

т.е. сумма локальных размахов  iA  функции 

f разбиения с масштабом . Локальные размахи 
представляют собой разность между макси-

мальным и минимальным значением функции 

на i-м интервале разбиения c шагом   отрезка 

[a,b] – области определения функции f. Значе-

ния параметра  лежат в отрезке [0,1].  
Аналогично, с помощью соотношений 

(3) и (4), определяется параметр  для двумер-
ной функции f, только элементами разбиений 

являются не отрезки, а квадраты со стороной 

 . Значения параметра   в двумерном вари-

анте лежат в диапазоне [1, 2], в этом случае 

индекс фрактальности равняется -1.  
Подробное описание алгоритма метода, 

базовые свойства индекса фрактальности, 
приведены в публикациях [17–22].  

2. Получение экспериментальных 

данных и методика их обработки 

Для получения, математической обра-

ботки и визуализации экспериментальных 
данных удобно использовать математический 

пакет Wolfram Mathematica со встроенной ба-

зой данных Wolfram Knowledgebase [23]. 
Функция GeoElevationData [GeoCircle[c], r] 

позволяет получать массив значений высот 

над уровнем моря (для морских глубин ис-

пользуются отрицательные значения) в пре-
делах круговой окрестности точки с, имею-
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щей радиус r. Местоположение c может зада-

ваться географическими координатами или 
названием географического объекта.  

Значения индекса фрактальности вычис-

лялись по одномерному и по двумерному ал-

горитмам. При вычислении по одномерному 
алгоритму итоговая величина индекса фрак-

тальности определялась путем усреднения по 

строкам матрицы высот. Установлено хорошее 
соответствие между одномерными и двумер-

ными оценками индекса фрактальности. 

3. Значения индекса фрактальности 

рельефа различных участков земной 

поверхности, корреляция с перепадом 

высот 

Вычислены значения индекса фрак-

тальности рельефа местности по одномерному 
алгоритму в окрестностях крупных городов 

России различного радиуса: r=10 км, r=50 км, 

r=200км. Результаты приведены в табл. 1. 

Таблица 1. Значения индекса фрактально-

сти рельефа в окрестностях крупных го-

родов РФ радиуса r  

Город 10 км 50 км 200 км  

Москва 0,267 0,302 0,343 

С.Петербург 0,297 0,325 0,362 

Новосибирск 0,201 0,245 0,292 

Екатеринбург 0,187 0,218 0,344 

Н. Новгород 0,221 0,290 0,317 

Казань 0,185 0,163 0,281 

Самара 0,248 0,179 0,307 

Омск 0,350 0,409 0,274 

Челябинск 0,215 0,255 0,305 

Из данных табл. 1 видно, что для не-

больших радиусов r относительно низкими 
значениями обладают рельефы Казани и Ека-

теринбурга (равнинно-холмистые), а самыми 

высокими – рельеф Омска (практически плос-
кий рельеф). С увеличением радиуса значение 

 обычно несколько увеличивается, посколь-
ку в такие области входят участки с различ-

ными характеристиками рельефа. 

На рис. 1 на карте показаны индексы 
фрактальности для 170 российских городов и 

плотность их распределения.  

Анализ рис. 1 показывает, что макси-

мальный индекс фрактальности, характери-
зующий хаотичность рельефа, достигается на 

относительно равнинных участках, а мини-

мальный – в гористой местности. Последнее 
означает достаточно хорошую "трендовость" 

рельефа горной местности (наличие горных 

склонов), в то время как на равнинных участ-
ках рельеф имеет более случайный характер. 

 

 

Рис. 1. Распределение индекса фракталь-

ности (двумерный алгоритм) рельефа на 

территории РФ (r=29,7 км) 

 

Аналогичные данные по городам мира 
(одномерный алгоритм, r=10 км) представле-

ны на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Распределение индекса фрактально-
сти (двумерный алгоритм) рельефа на 

территории РФ (r=10 км) 

Высокие значения индекса фрактально-

сти отмечены, в частности, на африканском 

континенте, обладающем в целом "спокой-
ным" рельефом, без резких перепадов высот. 

Низкие значения индекса фрактальности пре-

обладают в гористых местностях и на остро-

вах. Гистограмма распределения показывает, 
что участки земли с высокой фрактальной 

размерностью встречаются достаточно редко.  

Выполнен фрактальный анализ участ-
ков земной поверхности, обладающих раз-

личным рельефом. Значения индексов фрак-

тальности в десятикилометровой окрестности 
высочайших горных вершин очень малы и 

редко превышают 0,1. Например, для окрест-

ности вершины Эвереста оценочное значение 

индекса фрактальности составляет 0,048 при 
расчете по одномерному алгоритму и 0,052 

при расчете по двумерному алгоритму. 
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При уменьшении перепадов высот индекс 

фрактальности имеет тенденцию к увеличению. 
Чрезвычайно низкими значениями индекса 

фрактальности обладает также рельеф морского 

дна (величины  редко превышают 0,05).  
Исследованы рельефы отдельных 

участков (круговые окрестности радиусом 11 
км) в пределах низменностей (всего 30), воз-

вышенностей (всего 29) и плоскогорий (всего 

24).  

Среднее значение фрактальной размер-
ности для низменностей составляет 2,277, для 

возвышенностей – 2,249, для плоскогорий – 

2,155.  
Таким образом, для более ровных форм 

рельефа индекс фрактальности выше, чем для 

холмистых. Некоторые значения индекса 
фрактальности (двумерный алгоритм) приве-

дены в табл. 3. 

Таблица 3. Индексы фрактальности 
рельефа участков отдельных низмен-

ностей, возвышенностей, плоскогорий 

Низменности  

Индольская 0,379 

Ломбардская 0,372 

Мещёрская 0,368 

Неманская 0,329 

Возвышенности  

Авнежская 0,274 

Валдайская 0,257 

Вологодская 0,271 

Курчанская 0,276 

Плоскогорья  

Витимское 0,129 

Иорское 0,155 

Нерское 0,084 

Норланд 0,079 

Полученные значения параметра   в 

зависимости от перепада высот изображены 

на рис. 3. Соответствующие индексы фрак-

тальности заключены в диапазоне 0,05–0,5.  
Из графика на рис. 3 видно наличие 

устойчивой обратной корреляции между пе-

репадом высот и фрактальной размерностью.  

 

Рис. 3. Зависимость значений  (двумерный 
алгоритм) от перепада высот 

4. Корреляции индекса фрактальности 

рельефа с различными  

географическими показателями  

В качестве примера использования по-
лученных результатов вычислены корреляции 

между индексами вариации  рельефа и коли-
чеством дней с грозами по данным 50 метео-

станций, расположенных в Скандинавии. 
На рис. 4 построена диаграмма рассея-

ния для данных параметров. 

 

Рис. 4. Обратная корреляция между индек-

сом вариации рельефа  (двумерный алго-
ритм) и количеством грозовых дней 

Известно, что в гористой местности грозы 
случаются в целом чаще, чем на равнинах, это 

обусловлено перемешиванием теплых и холод-

ных воздушных масс, связанным с присутстви-
ем затененных и прогреваемых участков. При 

этом фрактальная размерность рельефа равнин-

ных участков, как правило, выше. Этим, в част-
ности, вызвана обратная корреляция между ис-

следуемыми параметрами на рис. 4. 

Другим примером является исследова-

ние корреляции между фрактальными свой-
ствами рельефа и лесистостью (т.е. процент-

ным отношением площади, занятой лесом, к 

общей площади территории, в котором ис-
пользованы данные по лесистости районов 

Башкортостана из работы [24].  

Диаграмма рассеяния изображена на 

рис. 5, из которого видна прямая корреляция 
между исследуемыми параметрами в пределах 

Башкортостана. 

 

Рис. 5. Корреляция между лесистостью 

(в %) и индексом вариации рельефа  
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(двумерный алгоритм) по районам Баш-

кортостана  

Заключение 

Методы фрактального анализа, которые 

в настоящее время приобретают все большую 

популярность в различных областях науки, 

можно активно использовать при анализе ре-
льефа. В данной работе впервые получены 

оценки фрактальной размерности рельефа 

окрестности крупных городов и других гео-
графических объектов. Установлено, что гор-

ный рельеф характеризуется более низкой 

фрактальной размерностью, чем равнинный. 
Индексы фрактальности рельефа минимальны 

для участков высоких горных хребтов и мор-

ского дна (не более 0,1 – двумерный вариант), 

для равнинных участков значения индекса 
фрактальности обычно выше (большей ча-

стью лежат в диапазоне 0,1–0,4).  

В качестве примера применения полу-
ченных данных рассчитаны парные корреля-

ции между индексом фрактальности рельефа 

и некоторыми географическими показателями 
(среднее количество грозовых дней, леси-

стость) для определенных выборок географи-

ческих положений.   

Рельеф местности и, в частности, его 
фрактальная размерность является одним из 

многих факторов, влияющих на характер мо-

делируемых процессов и явлений.  
Полагаем, что при построении матема-

тических моделей необходимо рассматривать 

все основные факторы в совокупности. Для 

определения их значимости можно использо-
вать, например, факторный анализ и другие 

методы многомерного статистического анали-

за. При моделировании процессов и явлений, в 
которых шероховатость рельефа местности 

играет определяющую роль, учет фрактальных 

характеристик может позволить получить бо-
лее точные результаты. 
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Fractal analysis of elevation data based  

on the method of minimal coverings 
V. Yu. Mitin 
Perm State University; 15, Bukireva st., Perm, 614990, Russia 
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The article presents an attempt to apply fractal analysis to the study of relief as one of the most 
important factors in modeling of various processes and phenomena. The estimates of the fractal 

index for the surface relief of the major cities’ neighborhoods in Russia and all over the world, as 

well as for the areas with different types of relief (mountains, lowlands, hills, plateaus, ocean bot-

tom) have been obtained on the basis of the method of minimum coverings. It is established that 

the fractal index is higher for the flat terrain than for the mountainous one. The examples of fractal 

analysis application include the research of correlation between fractal characteristics of relief 

with average number of stormy days in a year and with relative forest area.  

Keywords: fractal dimension; relief; method of minimal coverings; fractal index. 
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