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Введение 

Понятие первого дополнительного ин-
теграла системы уравнений движения твердо-

го тела применялось Е. Уиттекером [1] и Г.  

Джакалья [2]. В классических задачах дина-
мики твердого тела с неподвижной точкой [3] 

независимый четвертый интеграл системы 

уравнений движения, если он существует, 

наряду с интегралами энергии, кинетического 
момента, тривиальным и находящийся с ними 

в инволюции, называется дополнительным по 

отношению к трем упомянутым. Согласно 
теореме Бура–Лиувилля [4] существование 

этого интеграла позволяет отнести данную 

систему уравнений к вполне интегрируемым 
динамическим системам, обладающим пол-

ным набором независимых интегралов, нахо-

дящихся в инволюции [5]. 

Вопрос о существовании дополнитель-
ных интегралов уравнений движения механи-

ческих объектов сложной структуры, в част-

ности, сложных механических систем пере-
менного состава массы и изменяемой конфи-

гурации с наложенными на них управляющи-

ми связями составляет малоисследованную 
область аналитической динамики. 

В связи с этим являются актуальными 

постановка и исследование задачи о нахожде-

нии условий существования и свойств допол-
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нительных первых алгебраических интегралов 

уравнений движения сложных механических 

систем (СМС). Решение этой задачи сводится 
к нахождению структурно-динамических и 

других ограничений, обусловливающих суще-

ствование данных интегралов. 

Согласно известному результату А. Пу-
анкаре динамическая система (в общем слу-

чае) не интегрируема [6]. Однако это утвер-

ждение относится только к существованию 
однозначного (относительно некоторого па-

раметра) интеграла. В силу этого для данной 

динамической системы могут существовать 
первые интегралы для отдельных значений 

параметров и для определенных начальных 

условий. Помимо этого, в отдельных и специ-

альных случаях могут иметь место и непре-
рывные интегралы [2, c. 84]. 

Исходя из этой предпосылки следует 

ожидать, что дополнительные интегралы для 
уравнений движения СМС могут существо-

вать в некотором классе структурно-дина-

мических ограничений на заданном подмно-

жестве начальных значений определяющих 
параметров системы. При этом ограничения, 

наложенные на структурно-динамические па-

раметры системы, являются управляющими 
связями, реализация которых обеспечивает 

выполнение определенных свойств движения 

и существование дополнительных интегралов 
уравнений состояния механического объекта. 
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Движение объекта, для которого существует 

дополнительный интеграл, может рассматри-
ваться как движение, обладающее определен-

ными заданными свойствами в классе его 

возможных движений [7, c. 126]. 

В настоящей работе рассматривается 
вопрос о существовании первого независимо-

го дополнительного интеграла системы урав-

нений движения СМС при структурных огра-
ничениях, аналогичных конфигурационным 

условиям для неизменяемого твердого тела в 

классической задаче С. Ковалевской. 

1. Основные предпосылки 

Под СМС понимается динамически из-

меняемый механический объект, структурная 
модель которого предполагает непрерывное 

изменение во времени состава массы и (или) 

его конфигурации, явно задаваемые предва-

рительно построенной для Tt  ),0[  

управляющей программой. Эта программа 

определяет для Tt  множество структурно-

динамических параметров системы (в том 

числе и управляющих) так, что система ее ди-

намических уравнений аналитически замкну-

та относительно компонент вектора угловой 
скорости ее основного тела (базы K0). Под ба-

зой K0 понимается неизменяемое абсолютно 

твердое тело постоянной массы и неизменяе-
мой конфигурации ее распределения.  

1.1. Структурная модель объекта 

Рассмотрим детерминированную модель 

данного механического объекта, учитывающую 
принятые выше предпосылки. 

Механическая система K составлена из 

неизменяемого (в смысле неизменности вели-
чины и геометрии массы) абсолютно твердого 

тела K0 (тела-носителя) и структурно изменяе-

мой подсистемы K1 (рабочего тела). Величина 
массы подсистемы K1 и ее геометрия масс (кон-

фигурация) могут непрерывно изменяться со 

временем. В силу этого система K = K0K1 яв-

ляется объектом с изменяемой во времени 
структурой массы и ее геометрии.  

В подсистеме K1 перенос рабочего тела 

относительно носителя K0 совершается путем 
его циркуляции в области D такой, что K1  D, 

и выноса (конвекции) массы за пределы области 

D с программно заданной относительно K0 ско-
ростью. Изменение структуры массы системы K 

реализуется заданием для Tt определенной 

предварительно заданной управляющей про-

граммой.  

Данная структурная схема основана на 

предпосылках к моделям, построенным в рабо-
тах М.Ш. Аминова [8] и И.Ф. Верещагина [9].  

Механизм массопереноса компонент мас-

сы подсистемы K1 относительно базы K0 и усло-

вия его реализации составляют основу струк-
турной модели динамически изменяемого объ-

екта K. Этот перенос определяется заданием 

полной внутренней программы (термин работы 
[9]) в виде упорядоченной системы явно задан-

ных для Tt  гладких функций времени. Эта 

система является иерархическим четырехуров-
невым программным массивом, полностью и 

однозначно определяющим изменение во вре-

мени величины массы и конфигурации механи-

ческой системы K. 
Механический объект K, идентифициро-

ванный с данной структурной моделью, явля-

ется сложной механической системой [10].  

1.2. Динамическая модель объекта 

Предполагается, что СМС движется так, 

что ее неизменяемая основа (база K0) вращается 
вокруг неподвижного полюса О в однородном 

параллельном поле силы тяжести под воздей-

ствием результирующего момента заданных 
квазиреактивных сил L (t). 

Введем правые координатные ортобази-

сы 321 ,,   с общим началом в полюсе О: не-

подвижный ;1  базис 2 , неизменно связан-

ный с носителем, и базис 3   321 xxxO , оси 

jxO  3,2,1j  которого для каждого момен-

та времени Tt  направлены по главным в 

полюсе О осям тензора инерции СМС с мат-

рицей .)](),(,)([)( 321 tAtAtAdiagt J  В силу 

непрерывного по Tt  изменения конфигура-

ции и состава массы СМС базис 3  в общем 

случае вращается относительно 2  с угловой 

скоростью )( r
jr

ω , зависимость которой от 

величин заданных компонент Aj (t) тензора 

инерции СМС известна [11]. 
Таким образом, непрерывные и непре-

рывно дифференцируемые зависимости вида 

ω
r
 (t), J (t), отнесенные к базису Γ3, считаются 

программно заданными и, следовательно, из-

вестными в любой момент времени Tt . 

Рассмотрим движение СМС под дей-
ствием квазиреактивных сил, обусловленных 

переносом рабочего тела из некоторой обла-

сти D, принадлежащей объекту, с программно 

заданной абсолютной скоростью u (t).  
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Главный момент этих сил относитель-

но полюса О для   Tt  ,0  определяется 

равенством 

    





D

dV
t

t urL


,                 (1) 

здесь  r,t  – локальная плотность массы в 

области D;  ru ,t  – абсолютная скорость пе-

реноса точек рабочего тела из области D;  tr  

– радиус-вектор точки данной области. 

Обозначим 

,r
GωG  J        ,1 rr

Gωλ
 Jt     (2) 

,1
λGJωωΩ

r    

     tAtAtm 1
3

1
21

        (1, 2, 3), 

где Ωω ,  – абсолютные угловые скорости но-

сителя СМС (базиса 2 ) и базиса 3 ;  ,jGG  

 tr
G  – кинетические моменты относительно 

полюса О всего объекта и рабочего тела, со-

ответственно (последний − относительно ба-

зиса 2 ); )3,2,1()( jtAj  − главные осевые 

моменты инерции СМС, заданные для каждо-

го Tt  в осях базиса 3 . Характерные век-

тор-параметры )(,)( tt r
GL являются управля-

ющими [12]; каждый из них задан определен-

ной программой. Любые ограничения, налага-

емые на управляющие параметры, являются 
управляющими связями. Здесь и далее символ 

(1, 2, 3) обозначает циклическую перестанов-

ку величин с индексами 1, 2, 3. 

Пусть M (t) − величина массы СМС; g − 
стандартное значение ускорения силы тяже-

сти; P = Mg; s (s1, s2, s3) − орт, неизменно свя-

занный с базисом 1  такой, что sP P ; 

)(,)( trt jCr  − радиус-вектор центра тяжести 

объекта K и его координаты в осях базиса 3  

(j = 1, 2, 3). 

Движение СМС при данных предпо-
сылках характеризуется системой уравнений 

типа Жуковского–Пуассона [12]: 

,0

,)(









sλsGJs

rsLGλGGJG

1

C
1 P

    (3) 

где L (L1, L2, L3) определяется равенством (1); 

),,( 321 λλ   − характерный вектор. 

Уравнения (3) в проекциях на главные в 
полюсе О оси инерции объекта K, определяе-

мые базисом 3 , принимают вид 

,)( 3223123323211 srsrPLGGGGmG  

,0)()( 233
1

3322
1

21   sGAsGAs   (4)  

(1, 2, 3). 

Система уравнений (4) обладает первы-
ми алгебраическими интегралами 

,)(,12 H Gss               (5) 

причем последний из этих интегралов суще-

ствует для Tt  на управляющей связи L ≡ 0. 

2. Постановка задачи 

Введем структурно-конфигурационные 

условия, выполняющиеся для любых Tt : 

,0,0,2 321321  rrrAAA        (6) 

и присоединим к ним управляющую связь 

,rr
ωJG                             (7) 

в силу которой вектор эффективной угловой 

скорости 0)( tλ  для значений .Tt  Эти 

условия характеризуют обобщенный аналог 

классического случая Ковалевской для неиз-

меняемого твердого тела [3]. 
Таким образом, движение СМС, харак-

теризуемое системами уравнений (3) или (4) и 

подчиненное ограничениям (6), (7), является 
программным во времени управляемым дви-

жением, которое может быть реализовано на 

заданных управляющих связях. 

Поставим следующую задачу: на мно-

гообразии возможных значений ),( sGW  при 

ограничениях (6), (7) и L = 0 найти условия 

существования независимого алгебраического 

первого интеграла 2),( CsG I  системы урав-

нений (4), определенного в области E (G, s) 

фазового пространства и находящегося в ин-

волюции с интегралами (5). □ 
Сформулированная задача может быть 

решена как задача нахождения части инте-

грального многообразия динамической систе-

мы при заданных ограничениях. 

3. Обобщенный аналог интеграла 

Ковалевской 

Введем переменные 

,)(
2

1

,,

0

1
3

2121






t

uduA

sisvGiGw


            (8) 

где i − мнимая единица. 

Выполняя согласно равенствам (8) тран-

сформации ,),,(),,,,( 2121 vwtssGG   при-
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ведем систему уравнений (4) при условиях 

(6), (7) и L = 0 к виду 

.0)(Im

,2

,0Im2

,2

3

33

3

33









vws

swivGiv

vkG

skiwGiw

                  (9) 

Здесь штрих обозначает дифференцирование 
по переменной τ; черта сверху здесь и всюду 

далее относится к соответствующим комп-

лексно сопряженным величинам. 
Введем конфигурационное условие 

),()( 0

13 TkconstrPAk      (10) 

где k0 ≠ 0. Одно из возможных истолкований 

условия (10) приведено далее. 

Таким образом, доказано следующее 
Утверждение 1. Динамическая система 

(4) при условиях (6), (7), L = 0 преобразовани-

ем (8) и введением стационаризуемого огра-

ничения (10) приводится к вполне автономной 

форме (9), в которой 
0)( kk  . □  

Согласно этому утверждению динами-

ческая система (4) при указанных условиях 

является приводимой по Ляпунову. 
Рассмотрим следующий критерий су-

ществования первого алгебраического инте-

грала системы уравнений (9). 
Утверждение 2. Для того чтобы систе-

ма уравнений (9), следующая из системы (4) 

при  ограничениях (6), (7), L = 0, имела до-

полнительный первый алгебраический инте-
грал вида (h = const ≠ 0) 

,)4()4( 222 hvkwvkw               (11) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие (10). □ 
Доказательство. Достаточность. 

Исключая из первого и третьего урав-

нений системы (9) последовательно величины 

s3, G3, при выполнении ограничения (10) по-
лучаем интегрируемую комбинацию, из кото-

рой непосредственно следует первый инте-

грал (11). 
Необходимость. Дифференцируя по τ 

равенство (11), в силу первого, третьего урав-

нений системы (9) и комплексно сопряжен-
ных им уравнений движения получаем соот-

ношение, тождественно удовлетворяющееся 

при условии (10). □ 

Очевидно, что интегралы (5), (11) неза-
висимы, а управляющие связи (7), L = 0, (10) 

на множестве значений Tt  совместимы. 

Таким образом, согласно утверждению 

2, обобщенный интеграл Ковалевской (11) 
при k (τ) = k0 представляется в форме 

.)4()4( 20202 hvkwvkw            (12) 

Следствие 1. Полагая 

,4 02
21 vkwFiFF   

приведем интеграл (12) 22 hF   к виду 

,22
2

2
1 hFF                        (13) 

где обозначено 

.)2(2

,4

2
0

212

1
02

2
2
11

skGGF

skGGF




               (14) 

При h ≠ 0 переменные FhFh 11 ,   вза-

имосвязаны преобразованием инверсии; в 

особом (критическом) случае, при 0h , из 

соотношения (13) следует система обобщен-

ных аналогов интегралов Делоне:  

,0,0 21  FF                    (15) 

представимых также в формах 

.4,4 0202 vkwvkw   

4. Интерпретации критериального 

условия 

Рассмотрим возможные интерпретации 

критериального условия (10). В работе [14,    

с. 11] показано, что соотношения 

,)()( 01 tt 
JJ                   (16) 

)()()( 00 tMttM CC rr   

при ),0[)(,0 10  Cr tC   определяют  

условия структурно-динамического подобия 
СМС, являющейся подобно-изменяемым ме-

ханическим объектом [15]. Здесь и всюду да-

лее (как и выше) нулевой верхний индекс от-
носится к значениям величин при t = 0. 

Согласно условиям (16) конфигурация 

изменения массы системы и статический мо-

мент массы, заданные программно для Tt , 

изменяются во времени по закону структур-

но-динамического подобия с коэффициентом 

подобия − безразмерной функцией .)(t Дан-

ное подобие (точнее, гомотетия с центром в 

полюсе О) вследствие динамической изменя-

емости объекта K имеет реономный характер, 
а движение СМС может быть реализовано на 

управляющей связи (7). 

Таким образом, в силу соотношений 

(16) критериальное условие (10) при ограни-
чениях (6), (7), L = 0 выражает структурно-
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динамическое подобие СМС. В силу этого 

справедливо следующее  
Следствие 2 (из утверждения 2). Если 

для динамической системы (9) имеет место 

первый интеграл (12), то соответствующая ей 

СМС является системой с подобно изменяе-
мой структурой массы. □  

5. Альтернативная форма  

представления  

Введем динамическую систему 

,),(

,),(

2

1212

1

2211

U

W
UUUQU

U

W
UUUQU











         (17) 

соответствующую двумерному движению ма-

териальной точки на плоскости R2 с коорди-

натами ,, 21 UU  происходящему под воздей-

ствием плоского силового поля с потенциа-

лом ).,( 21 UUW  Здесь штрих обозначает про-

изводную функцию по переменной σ – неко-
торому гипотетическому времени. Система 

(17) вполне интегрируема и имеет известный 

первый интеграл [17]. 
Проведем в уравнениях (9) при ограни-

чении (10) нелинейное преобразование фазо-

вых переменных и гипотетического времени 

аналогичное тому, которое было применено 
Г.В. Колосовым [16] в задаче Ковалевской для 

неизменяемого твердого тела. В результате 

получим укороченную систему уравнений 
(17), в которой Q ≡ 0 и U1 = F1, U2 = F2 , 

.,
2

2

1

1
F

W
F

F

W
F









         (18) 

При этом имеем зависимости вида 

,),,(

,),,,(,),,(

0

33

2

2

0

3122

2

2

0

11

2

2

ksVdG

kssVFGkVFG

G

GsG







где )3,2,1( jV j  − заданные полиномиаль-

ные функции от скалярных переменных. 

Данное преобразование приводит зада-
чу Ковалевской об интегрировании системы 

уравнений (9), отнесенной к конфигурацион-

ному пространству SO(3), к динамической за-
даче для материальной точки, движущейся в 

евклидовой плоскости R2 согласно уравнени-

ям (18). К этой плоскости отнесено силовое 

поле с потенциалом ),( 21 FFW и переменными 

− эллиптическими координатами. Такой при-

ем известен как динамическая аналогия Коло-

сова [16], позволяющая применять в динамике 

твердого тела модельные соотношения клас-

сической небесной механики [17].  

6. Устойчивость стационарного 

движения системы в обобщенной  

задаче Ковалевской 

Покажем, что параметр k0, содержащий-

ся в критериальном условии (10), является 
показателем устойчивости стационарного (по 

переменным Gj) движения СМС в обобщен-

ном аналоге задачи Ковалевской. 
Из множества возможных стационар-

ных решений системы (9) при k = k0 и услови-

ях утверждения 2 выделим в пространстве пе-

ременных )3,2,1(, jsG jj  решение 

.0)()(,0)()(

,1)(,0)(

3232

1

0

11





tststGtG

tsGtG
(19) 

Стационарное решение (19) соответ-

ствует вращению базиса 3  вокруг главной 

оси инерции системы Ox1, несущей ее центр 

тяжести, c угловой скоростью 

.)2()( 0

1

1

31 GAt   

Рассмотрим вопрос об устойчивости по 

Ляпунову состояния (19) в первом приближе-
нии, принимая его за невозмущенное. Вводя 

векторы возмущений )(,)( jj qp qp  и полагая 

в возмущенном движении 

,

1

],[

33

22

11

0

1















 



qp

qp

qpG

sG  

построим для системы (9) при условии (10) 
уравнения в возмущениях. Характеристиче-

ское уравнение этой системы, линеаризован-

ной в окрестности состояния (19), будет 

.0]4)([)2( 020

1

2022  kGk      (20) 

Требуя для коэффициентов уравнения 
(20) выполнения условий критерия Льенара–

Шипара, получаем следующее необходимое 

условие устойчивости: 
Утверждение 3. Стационарное состоя-

ние СМС (19) при ограничениях утверждения 

2 необходимо устойчиво, если  

.00 k □                         (21) 

Следствие. Из соотношений (10), (21) 

следует, что стационарное движение СМС (19) 

необходимо устойчиво лишь при нижнем (по 

отношению к полюсу О в направлении верти-
кали) расположении центра тяжести системы 

.),(0)(1 Ttconsttr       (22) 
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Результат (22) обобщает аналогичное 

свойство стационарного (относительно скоро-
сти ω) движения динамически неизменяемого 

твердого тела, установленное в классической 

задаче Ковалевской [18, с. 139]. 

Применим к возмущенному по p (pj) 
движению, происходящему в окрестности со-

стояния (19), известную осцилляторную ана-

логию, характеризующую движение твердого 
тела вокруг неподвижного полюса [19]. Лине-

аризованные уравнения этого движения, по-

рождаемые системой (9) при условии (10), 

приводят к одному уравнению: 

,02

0

2  pkp                    (23) 

где штрих обозначает дифференцирование по 

переменной ,2   а переменная τ опреде-

ляется равенством (8).  

Сопоставим движению апекса вектора 

возмущения p движение системы трех осцил-

ляторов в пространстве ).3,2,1(),( jp j   

Тогда осциллятор с номером j = 2, согласно 

уравнению (23), находится на линейной упру-

гой связи и совершает одномерное гармони-
ческое колебание с собственной частотой: 

,)0(, 00  kk            (24) 

что согласуется с полученным выше условием 

устойчивости (21). 
Таким образом, ограничению (10), по-

мимо приведенных ранее, может быть дано 

следующее истолкование. Поскольку колеба-
ния линейного осциллятора (23) с постоянной 

собственной частотой (24) существуют только 

при неизменной его полной механической 
энергии, то условие (10) в линейном прибли-

жении выражает изоэнергетичность данного 

осциллятора. Колебания такого рода возмож-

ны только для устойчивых по Ляпунову дви-
жений, подчиненных условию (22). 

7. Движение главных осей инерции 

Рассмотрим характер движения осей ко-

ординатного ортобазиса 3 относительно ба-

зиса ,1  совпадающих с главными осями 

инерции механической системы. 

К величинам 21, FF  (14) присоединим 

функцию ].)[(Re2 2

3

2

3 GwF    

В работе [14] показано, что при услови-
ях утверждения 2 для динамической системы 

(9) имеет место квазиэнергетический первый 

алгебраический интеграл (h1 = const) 

.113 hFF                         (25) 

Введем пространство переменных Сус-

лова [3] с координатами .)3,2,1( jFj  То-

гда движение главного базиса СМС будет оп- 

ределяться движением фазовой точки )( jFN , 

траектория которой S образована пересечени-

ем невырожденного кругового цилиндра (13) 
с плоскостью (25). При этом точка N будет 

двигаться по эллипсу S со скоростью vN (f2, 

−f1, f2), где ii FGAf 3

1

3

  (i = 1, 2). Вместе с 

тем с учетом выражения для интеграла (13) 

имеем         .22

23

1

3 hFGAN  
v  

Скорость базиса 3  относительно бази-

са 1  на управляющей связи (7) определяется 

равенством 

.)()()()( 1 Ttttt  
GJΩ          (26) 

Система уравнений (9) при условиях 

утверждения 2 имеет две группы стационар-
ных решений вида 

},,,,{)}(,)(,)(,)({ 0

3

00

3

0

33 svGwtstvtGtw   

каждая из которых соответствует определен-

ному режиму движения ортобазиса .3  

Группа 1. К ней относится решение  

,00

2

0

2  sG  

а остальные компоненты взаимосвязаны усло-
виями 

.02,2 0

3

0

1

0

1

0

3

0

3

00

3

0

1  sGsGskGG  

Группа 2. Здесь имеет место решение 

,0,1,0 0

3

0

2

0

1

0

3

0

2  sssGG  

причем значение ,0

1 HG   где H − посто-

янная, содержащаяся в интеграле (5). 

Множество стационарных движений, 
представленное данными группами, является 

полным. Это означает, что все возможные 

стационарные движения СМС, помимо вхо-

дящих в указанные группы, при заданных 
ограничениях для динамической системы (9) 

и условиях утверждения 2 не существуют. 

В данных движениях компоненты ско-

рости )(tΩ , согласно равенству (26), для 

обеих групп стационарных решений равны 

,)(0)(,)2()( 2

1

31 TttHAt  
 (27) 

а для компоненты 3  при Tt  имеем 

0)(,)( 3

0

3

1

33   tGAt        (28) 

в случаях решений групп 1, 2, соответственно. 

Таким образом, справедливо следующее 
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Утверждение 4. Движения главных 

осей инерции СМС при условиях утвержде-
ния 2 происходят либо в скоростном режиме 

(27), соответствующем группе стационарных 

решений 1, либо в режиме (28), отнесенном к 

группе решений 2. Других неособых режимов 
движения главных осей инерции системы при 

заданных ограничениях не существует. □ 

8. Особый случай задачи  

Ковалевской 

Рассмотрим особый случай, при кото-
ром в интеграле (12), существующем для си-

стемы уравнений (9), имеем h = 0 (при усло-

вии (10) в общем, регулярном случае, h ≠ 0). 

Тогда выражение (13) распадается на два 
частных независимых интеграла (15), назван-

ных обобщенными интегралами Делоне по 

аналогии с одноименными интегралами си-
стемы уравнений Эйлера–Пуассона для клас-

сического случая неизменяемого твердого те-

ла [20].  
В работе [13] доказано, что условия 

утверждения 2 составляют критерий суще-

ствования независимого первого алгебраиче-

ского интеграла системы уравнений (4) 

,42 11

02

3

2 hskGw               (29) 

где h1 − постоянная интегрирования. 
Таким образом, для исходной системы 

шести уравнений в силу принятых условий 

имеем пять независимых алгебраических ин-
тегралов − (5), (15), (29). Следовательно, ис-

ходная система уравнений движения СМС 

при условиях утверждения 2 вполне интегри-

руема и приводится к одной квадратуре. Ал-
горитм указанной процедуры известен и без 

труда может быть перенесен на обобщенный 

вариант задачи Ковалевской. В результате из 
заданной системы при ограничении  

)0(2 2

1  HHh                 (30) 

может быть выделено следующее определя-

ющее для G1 = Re w уравнение: 

,)( 14
1 GQ

d

Gd



                 (31) 

где кинетическая функция 

,)()1()( 12

2

11114 GaGaGGQ   

,4, 10

2

2

1

  HkaHa  

а переменная τ определяется равенством (8).  

Интегрируя уравнение (31) и обращая 

найденную зависимость [21], получим 

  ,)()()( 1

41
4

1   NaQaG         (32) 

где  

,)(),;()( 432
24

1
aQggN    

aG )(1   − какой-либо простой корень по-

линома Q4 (предполагается, что этот полином 

не имеет кратных корней);  − символ эл-

липтической функции Вейерштрасса; g2, g3 − 
стандартные инварианты полинома Q4 [21], 

определяемые без затруднений; штрих сверху 

обозначает дифференцирование по полино-

миальной переменной. Здесь 44 , QQ   − поли-

номы третьей и второй степени, соответ-

ственно, зависящие от параметров k0, H. 

При наличии зависимости (32) для 
остальных переменных системы уравнений 

(9) искомые соотношения могут быть найде-

ны в силу равенств, непосредственно следу-

ющих при условии (10) из первых интегралов 

,0Re,)(Re 2
222

3
2  wawHGw     (33) 

а из интегралов Делоне (14), (15) и тривиаль-

ного интеграла (5) находим зависимости вида 

.)3,2,1()( js j   Подвижным годографом ве-

ктора G является линия взаимного пересече-

ния невырожденного кругового цилиндра и 
действительного эллиптического цилиндра с 

уравнениями (33). В силу этого без затрудне-

ний могут быть определены явные зависимо-

сти вида ,)(  ,)(  а также соотношение 

.)( 0  H                    (34) 

Согласно равенству (34) базис 3  в 

данном движении относительно базиса 1  со-

вершает прецессию по τ (термин понимается в 

локальном смысле согласно определениям [3, 

с. 76; 22, с. 273]), происходящую с угловой 
скоростью H. 

Таким образом, СМС в рассматривае-

мом особом случае движется так, что ее глав-

ный базис совершает периодические по углам 
θ, φ движения, а по углу ψ − равномерное 

апериодическое движение. 

Заключение 

Задача о нахождении условий суще-

ствования независимого дополнительного ин-

теграла уравнений движения СМС как неав-
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тономной динамической системы логически 

проистекает из задач общей проблемы расши-
рения поля ее интегрального многообразия. 

Это расширение принципиально возможно 

осуществить для класса механических объек-

тов, обладающих структурно-динамическим 
подобием, реализуемым на реономных управ-

ляющих связях. Объекты данного класса, рас-

сматриваемые на гладком функциональном 
многообразии, обладают характерным мор-

фическим свойством, относящемся к полю 

скоростей, которое является общим для СМС 

и сопоставленным ей соответствующим экви-
валентным твердым телом с присоединен-

ной к нему системой роторов (гиростатом). 

Это характерное свойство, описанное в   
работе [14] как структурный гомеоморфизм, 

аналитически выражается в том, что уравне-

ния движения объекта-представителя (в дан-
ном случае, СМС) в результате выполнения 

неособых преобразований функций − компо-

нент угловой скорости системы и переменной 

времени, становятся структурно идентичными 
соответствующим уравнениям движения эк-

вивалентного твердого тела, образующим ав-

тономную динамическую систему. Это обсто-
ятельство существенно упрощает аналитиче-

ское описание динамических свойств СМС и, 

в частности, интегрирование уравнений. 
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The criterion for the existence of the first integral of the system of equations of motion of a com-
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