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Исторические корни  

математического биллиарда1  

 

В связи с  бильярдной игрой … возникают 

динамические задачи, решение которых 

содержится в этом произведении. Люди, 

знающие теоретическую механику, …, с 

интересом познакомятся с объяснениями 

всех оригинальных явлений, которые мож-  

но наблюдать во время движения бильярд- 

ных шаров.  

Гюстав Гаспар де Кориолис. 

Математическая теория явлений бильярдной игры 

                                                      
© Макеев Н. Н., 2018 
1 В статье употребляется термин биллиард (вместо 

бильярд) в соответствии с этимологией этого сло-

ва, произошедшего от французского billiard. 

Биллиард как настольная игра появился 

в Европе в XVI в. и вскоре стал популярным 

видом развлечения. В России он вошел в оби-

ход при Петре Великом, а с 1850 г. распростра-

нился по многим городам [1]. 

Со временем появилось множество ви-

дов биллиардной игры, среди которых следу-

ет выделить французский биллиард. Он отли-

чается от традиционного биллиарда тем, что 

биллиардный стол не содержит луз. При этом 

цель игры состоит в том, чтобы попасть в за-

данный шар после нескольких столкновений 

посылаемого шара с другими шарами. 

Впоследствии возникает потребность 

формализованного описания динамики бил-

лиардной игры на основе математического 

аппарата и законов классической механики. 

История возникновения этой формализации 

восходит к трудам Гюстава Гаспара де Ко-

риолиса (1792−1843). В исторических запис-

ках упоминается о том, как он часто наблюдал 

за игрой знаменитого в то время парижского 

биллиардиста-виртуоза Франсуа Менго. Ре-

зультаты своих наблюдений Кориолис описал 

языком уравнений механики и в 1835 г. в Па-

риже издал труд [2], переизданный впослед-

ствии на русском языке [3]. 
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Кориолис в своем труде использовал 

элементы теории вероятностей, теории преде-

лов, математического анализа. Он первым по-

ставил вопрос о создании математического 

базиса, описывающего биллиардную игру. 

В 1882−1883 годах математическое обо-

снование теории биллиардной игры было 

продолжено Анри Резалем (1828−1896) в ра-

ботах [4−6]. Работа [6] впоследствии была пе-

реведена на русский язык [7]. В ней Резаль 

указал на неточности, содержащиеся в неко-

торых выводах Кориолиса, приведенных в 

труде [2], и предложил свое решение, полу-

ченное с учетом действия геометрических 

связей, имеющихся между шарами и билли-

ардным столом. 

 

Игровой биллиард – прообраз 

математической модели  

динамических систем 
 

С развитием 

теории динамиче-

ских систем, раз-

личных отраслей 

математики, фи-

зики, технических 

наук была уста-

новлена общая за-

кономерность, вы- 

ражающая качественную идентичность опре-

деленных черт процессов и явлений, относя-

щихся к описаниям явлений, трактованных 

данными науками. Это, в свою очередь, вы-

звало потребность в создании адекватной ма-

тематической модели, охватывающей данные 

явления, и удобной для их формализованного 

описания. 

Оказалось, что такого рода удобной мо-

делью может являться схема биллиардной иг-

ры, носящей роль прообраза данной модели. 

Такому наглядному представлению модели 

способствовало развитие молекулярно-кине-

тической теории идеальных газов, разрабо-

танной Р. Клаузиусом, Дж. Максвеллом, Д. 

Джоулем и Л. Больцманом. Согласно этой 

теории динамическое взаимодействие отдель-

ных молекул газа в выделенной системе про-

исходит в виде их упругих соударений подоб-

но соударениям шаров в биллиарде. 

Помимо задач теории газов биллиард-

ная схема динамического взаимодействия ап-

проксимирует и другие задачи классической 

физики, в частности, задачи оптики, механики 

идеальной жидкости, акустики [8, с. 93].  

Следует также отметить исследования 

Г. Дарбу (1842−1917) по динамике биллиарда, 

приведенные в его фундаментальном трактате 

[9] и опубликованные в русском переводе в 

2010 г. [10]. В этой работе получены динами-

ческие уравнения движения для общего слу-

чая неупругого соударения твердых тел при 

наличии трения. 

К более поздним годам относятся рабо-

ты ряда авторов: Г. Хемминга (1899) [11], П. 

Аппеля (1911) [12], Р. Пети (1996) [13]. К 

этому же направлению исследований отно-

сится и монография [14] (1991), в которой к 

исследованию различных биллиардных задач 

применены качественные методы. В этой же 

работе представлены результаты о неинтегри-

руемости задачи о традиционном биллиарде. 

Возникновение математического 

биллиарда 

Биллиард как математическая модель 

(математический биллиард) впервые была 

введена Дж. Д. Биркгофом (1884−1944) [15]. 

Им была поставлена задача, названная впо-

следствии его именем (задача Биркгофа) [16], 

положившая начало развитию биллиардной 

модели и расширению представлений о свой-

ствах математического биллиарда [17]. 

Понятие о математическом биллиарде 

как о математической модели динамической 

системы в основе сводится к следующему. 

Пусть Q − ограниченная односвязная 

область с кусочно-гладкой непроницаемой 

абсолютно твердой границей Γ, расположен-

ная на евклидовой плоскости R2 или на стан-

дартном торе T2. 

Классическим математическим билли-

ардом (далее – просто биллиардом) называет-

ся консервативная динамическая система, по-

рожденная прямолинейным равномерным 

движением (движением по инерции) матери-

альной точки (биллиардной точки) внутри 

плоской области Q (биллиардной области) с 

ее последующими абсолютно упругими отра-

жениями от твердой границы Γ [8]. 

Согласно закону упругого отражения 

угол падения точки равен углу ее отражения. 

В силу этого величина тангенциальной ком-

поненты скорости точки при ее ударе сохра-

няется, а нормальная компонента мгновенно 

изменяет знак. При этом если граница Γ кри-

волинейна, то указанный угол измеряется от 

касательной к кривой, проведенной в точке 
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удара [18]. 

Иначе, биллиард − аппроксимирующая 

модель, представленная движением матери-

альной точки в плоской области Q без трения2 

с ее упругими отражениями от твердой неде-

формируемой границы Γ или, что тоже самое, 

отражением лучей света в области Q с зер-

кальной границей Γ при полном зеркальном 

отражении (с альбедо a = 1) [18]. 

Этот закон отражения биллиардной 

точки применим, в том числе, к областям в 

многомерном пространстве и, в общем случае, 

к другим геометриям, а не только к евклидо-

вой. При этом предполагается, что отражение 

биллиардной точки происходит в гладкой 

окрестности точки границы Γ.  

Свойства биллиарда исследовались для 

различных форм плоской области Q ("билли-

ардного стола"): эллиптической (в частности, 

круговой), произвольной овальной, полиго-

нальной (в виде многоугольников правильных 

и произвольных), специальной ("стадион", 

гриб Бунимовича, торическая фигура) [18] 

(рис. 1). 

 

Рис. 1. Стадион и улитка – формы области Q 

Биллиарды, как модели, обладают всем 

комплексом эффектов, характерных для мно-

гомерных динамических систем, к которым 

относятся, в частности, интегрируемость, хаос 

и ряд других. По характеру и свойствам раз-

личают биллиарды классический и динамиче-

ский. Последний отличается от классического 

тем, что в нем биллиардная точка движется в 

заданном поле сил, тогда как в классическом 

биллиарде эта точка движется по инерции. 

Математический биллиард –  

универсальная модель 

динамической системы 

Динамические системы − обширная об-

ласть современной математики с развитыми 

методами исследования и областью приложе-

                                                      
2 Это относится только к классическому биллиарду, 

аппроксимирующему консервативные динамиче-

ские системы, в отличие от обобщенного биллиар-

да, в котором может быть учтено трение.  

ний. Биллиард является эффективной моде-

лью динамической системы, проявляющей 

свойства, характерные для ряда разнообраз-

ных задач в различных отраслях науки. 

Как было отмечено ранее, эта модель 

впервые была введена Дж. Биркгофом в его 

исследованиях, выполненных до 1927 г. По 

результатам этих изысканий им в этом же го-

ду была издана монография, которая в рус-

ском переводе опубликована в 1941 г. [16]. 

Это издание в дальнейшем стало библиогра-

фической редкостью и в 1999 г. книга Бирк-

гофа была переиздана на русском языке [19]. 

Основополагающая работа [19] в разде-

ле "Некоторые проблемы динамики" (с. 311) 

содержит следующие биллиардные задачи:  

• биллиардный шар на эллиптическом сто-

ле (с. 319); 

• частица на гладкой замкнутой выпуклой 

поверхности (с. 320); 

• частица на гладкой замкнутой поверхно-

сти отрицательной кривизны (с. 321). 

После выхода этой фундаментальной 

монографии динамические системы как новое 

научное направление стало отдельной интен-

сивно развивающейся областью математики. 

Своим трудом Дж. Биркгоф заложил основы 

общей теории динамических систем. 

Свойства биллиардов функционально 

зависят от свойств его границы, в зависимо-

сти от которых устанавливаются их классы. 

Каждый класс биллиардов обладает своими 

характерными эргодическими свойствами, 

существенно отличными от свойств биллиар-

дов других классов. 

Динамические системы биллиардного 

типа (даже при наличии у них различных 

свойств) по характеру разрывны: в точках от-

ражения биллиардного шара от границы Γ об-

ласти Q происходит скачкообразное измене-

ние его скорости. При этом свойства неустой-

чивости движения для разных биллиардных 

траекторий существенно неодинаковы. 

Биллиарды и эргодичность3. Билли-

арды представляют собой эффективную мо-

дель для исследования свойства эргодично-

сти, изучаемой ранее Л. Больцманом 

(1844−1906). Эргодическая гипотеза Больц-

мана утверждает, что фазовый поток, соответ-

ствующий движению одинаковых абсолютно 

упругих шаров в биллиарде с упругими стен-

                                                      
3 Эргодичность – свойство динамической систе-

мы, у которой ее фазовые средние характеристики 

совпадают с временны´ми. 



Из истории развития концепции математических биллиардов 

 
 

91 

ками (границами биллиардной области) эрго-

дичен на связных множествах уровня энергии 

[20]. Следует уточнить, что эргодичность 

означает свойство, при котором почти каждая 

фазовая траектория проводит в каждой изме-

римой части множества уровня время, про-

порциональное мере этой части [21, c. 277]. 

Исследования Биркгофа, Колмогорова и 

других авторов показали, что имеют место 

системы, для которых определяющую роль в 

их поведении играет лишь интеграл энергии. 

Такие системы и являются эргодическими.  

Биллиарды и энтропия. Биллиардные 

задачи содержались в исследованиях А.Н. 

Колмогорова (1903−1987). В своих записях от 

22 сентября 1958 г. он определил темы работ, 

которые планировались им распределить 

между своими учениками [8, c. 94]. 

Возможность математически строгого 

подхода к биллиардным задачам появилась 

после публикации в 1958 г. работы Колмого-

рова [22]. В этой работе он ввел в эргодиче-

скую теорию фундаментальные понятия эн-

тропии данной системы и понятие К-сис-

темы (динамической системы с "хорошими" 

статистическими свойствами) [8].  

Рассмотрим отдельные виды биллиар-

дов, классифицируемых в зависимости от их 

структурных свойств. 

Рассеивающие биллиарды. Во второй 

половине XX в. появилась эргодическая тео-

рия рассеивающих (или гиперболических) бил-

лиардов (Я.Г. Синай [20]). К ним относятся 

биллиарды, у которых граница составлена из 

конечного числа C3-гладких компонентов, 

строго вогнутых внутрь области Q. В таких 

биллиардах имеет место гиперболический ха-

рактер движения биллиардной точки, а пока-

затели Ляпунова – ненулевые, почти всюду в 

фазовом пространстве [8, c. 93]. Для такого 

рода биллиардов граница Γ, взятая в качестве 

зеркала, рассеивает (делает расходящимся) уз-

кий пучок параллельных лучей света, падаю-

щий на нее из области Q. Такие биллиардные 

системы теряют свойства гладкости (и даже 

непрерывности) в некоторых точках фазового 

пространства. 

Примером такой системы является сфе-

рическая молекула, движущаяся на торе или 

на квадрате, при упругих отражениях от дру-

гих закрепленных сферических молекул. В.И. 

Арнольду (1937−2010) принадлежит наглядное 

представление аналогии между данными бил-

лиардами и геодезическими потоками в про-

странствах отрицательной кривизны. Рассеи-

вающую функцию отрицательной кривизны в 

такого рода системах выполняет край (грани-

ца Γ) биллиардной области Q, выпуклый 

внутрь нее. 

Арнольд рассматривает задачу о движе-

нии биллиардной точки по торическому бил-

лиарду с круглой стенкой, находящейся в се-

редине данной области, от которой биллиард-

ная точка упруго отражается. Движение на 

этом биллиарде можно рассматривать как 

определенный случай геодезического потока 

на гладкой поверхности. Эту поверхность 

можно образовать гипотетически, рассматри-

вая тор с отверстием как двустороннюю по-

верхность, которой следует придать опреде-

ленную толщину, сгладив ее острое ребро. В 

результате образуется поверхность с тополо-

гией сферы, имеющей две ручки. При "разду-

вании" этого тора с отверстием возникает по-

верхность отрицательной кривизны. Таким 

образом, движение в торическом биллиарде 

можно представить как предельный случай 

движения биллиардной точки по геодезиче-

ским на поверхности отрицательной кривизны 

[21, c. 278]. 

В 1970 г. появилась работа Я.Г. Синая 

[20] (рис. 2), ставшая основополагающей в ис-

следованиях свойств биллиардов [8, c. 95]. 

Она содержала первое доказательство основ-

ной теоремы, относящейся к рассеивающим 

биллиардам. В этой работе рассматриваются 

динамические системы, порожденные движени-

ем биллиардной точки в областях со строго вы-

пуклым внутрь  краем −  в таких,  что  оператор 

 

Рис. 2. Пример биллиарда Синая 

второй квадратичной формы в каждой точке 

границы области отрицательно определен-

ный, если считать ее край оснащенным полем 

внутренних нормалей. Было установлено, что 

такие динамические системы эргодичны. 

Синаем было установлено, что для рас-

сеивающего биллиарда имеет место экспо-

ненциальная неустойчивость биллиардных 

траекторий: движение биллиардного шара с 



Н. Н. Макеев  

 
 

92 

течением времени приобретает хаотический 

характер. Этим было строго опровергнуто 

принятое ранее утверждение о существовании 

признаков хаотического движения механиче-

ских систем лишь при наличии у них большо-

го числа степеней свободы [8].  

Данный вид биллиардов является ди-

скретным аналогом гладких гиперболических 

систем, определенным в  пространстве Rn.  

Интегрируемые биллиарды. Как из-

вестно, системы  уравнений  динамики  разде- 

 

Рис. 3. Траектории движения шара  

в интегрируемом биллиарде 

ляются на интегрируемые и неинтегрируемые. 

Интегрируемые динамические системы обла-

дают достаточным числом независимых пер-

вых интегралов. Например, согласно класси-

ческой теореме Бура–Лиувилля, для интегри-

руемости гамильтоновой системы с n степе-

нями свободы в квадратурах достаточно знать 

n первых интегралов, попарно находящихся в 

инволюции [21, c. 235]. В силу этого можно 

выделить интегрируемые биллиардные си-

стемы, обладающие полным набором незави-

симых интегралов. На рис. 3 изображен при-

мер траекторий в интегрируемом биллиарде, 

а на рис. 4 – его аналог.  

 
Рис. 4. Картина Эшера – аналог  

интегрируемого биллиарда 

Одним из простейших интегрируемых 

биллиардов является биллиард Понселе [23]. 

Согласно теореме Ж.В. Понселе (1788−1867), 

если биллиардная точка движется в области с 

эллиптической границей, а ее прямолинейная 

траектория касается другого эллипса, то эта 

траектория замкнута, а сам биллиард априори 

обладает полным квадратичным интегралом 

(рис. 5). 

 

Рис. 5. Траектории эллиптического биллиарда 

В 2010 г. вышла книга [23], посвящен-

ная классической теореме Понселе, обобще-

ниям и применениям положений концепции 

математических биллиардов. В ней рассмат-

риваются задачи об интегрируемых биллиар-

дах в области, находящейся на стыке проек-

тивной, алгебраической геометрий, теории эл-

липтических функций и гиперэллиптических 

кривых. Приведено описание множества ин-

тегрируемых биллиардов, в том числе и мно-

гомерных. 

Здесь же во взаимосвязи с динамикой 

математических биллиардов приводятся раз-

личные конструкции дифференциальной гео-

метрии, относящиеся к исследованиям Кейли, 

Понселе, Дарбу. Представлены новые инте-

грируемые возмущения биллиардов. 

Авторами указаны взаимосвязи между 

интегрируемыми биллиардами и задачами из 

других областей физики и математики − с 

квантовым уравнением Янга-Бакстера, моде-

лью Гейзенберга, а также геометрией пучков 

квадрик и гиперэллиптических якобианов. В 

частности, приводится описание решения 

проблемы аналитического представления тра-

екторий периодических биллиардов в квадри-

ках. Рассмотрены поризмы Понселе, теорема 

Понселе и примеры интегрируемых биллиар-

дов [15, c. 449−450]. 

Существует и другое определение инте-

грируемости биллиарда. Биллиард называется 

интегрируемым по Биркгофу, если для него 

имеется n – 1 полиномиальных по скорости 

интегралов, находящихся попарно в инволю-

ции и почти всюду независимых [19]. 

Как было отмечено, традиционный бил-

лиард не является интегрируемым [14]. Инте-

грируемые биллиардные системы − редкое 

исключение среди всего возможного множе-

ства биллиардов вследствие сложного харак-

тера поведения фазовых траекторий типичных 

биллиардов. В общем случае эти траектории 
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не умещаются на поверхности уровня инте-

гралов, независимых от интеграла энергии.  

Можно привести ряд примеров инте-

грируемых биллиардных систем: геодезиче-

ские потоки на гладких поверхностях враще-

ния; геодезический поток на трехосном эл-

липсоиде; биллиард внутри эллипса; система 

трех точечных вихрей двумерной гидродина-

мики идеальной жидкости; биллиарды в аф-

финных камерах Вейля. В частности, было 

показано, что интеграл биллиарда с границей 

Γ является интегралом геодезического потока 

на Γ. Справедливо и обратное утверждение. 

В последнее время были найдены новые 

примеры интегрируемых биллиардных си-

стем: гармонический осциллятор, находящий-

ся внутри эллипса; биллиарды на поверхно-

стях постоянной кривизны. Много новых 

примеров было открыто путем применения 

метода обратной задачи теории рассеяния 

[24].  

Биллиард Биркгофа. Образцом типич-

ного (по [14]) биллиарда является биллиард 

Биркгофа, для которого сформулирована за-

дача Биркгофа о выпуклом биллиарде. Для 

этого биллиарда граница Γ − замкнутая вы-

пуклая кривая, заданная на евклидовой плос-

кости R2 . Биркгоф доказал [19], что у гладко-

го выпуклого биллиарда существуют перио-

дические траектории любой наперед заданной 

длины, а также хаотические движения. 

Биркгофу принадлежит интерпретация 

биллиарда как диффеоморфизма кольца на 

себя. Он рассматривал биллиарды как предел 

задачи о геодезических кривых выпуклой по-

верхности, непрерывно деформирующейся в 

плоскую область. 

Впоследствии было построено трехме-

рное обобщение биллиарда Биркгофа, которое 

выглядит следующим образом. Пусть Q – за-

данная односвязная область трехмерного про-

странства и гладкая поверхность Γ – ее грани-

ца, являющаяся изнутри зеркальной. Траекто-

рия луча света внутри области Q подчиняется 

закону идеально зеркального отражения. По-

лученная таким образом динамическая си-

стема и является указанным обобщением. 

Аналогичным образом можно опреде-

лить обобщенные биллиарды и более высокой 

размерности как в евклидовом, так и в не-

евклидовых пространствах. 

Биллиарды и статистические законы. 

Появление биллиардных моделей создало но-

вые предпосылки к пересмотру исторически 

старой фундаментальной проблемы − возник-

новению статистических законов для кон-

сервативных динамических систем, следую-

щих из законов классической динамики. Дж. 

Лейбовиц, О. Пенроуз, Дж. Форд освещали 

результаты исследований по биллиардным 

системам, получившим впоследствии извест-

ность среди физиков и биологов [8]. 

В работах П.С. Лапласа (1749−1827) бы-

ла выдвинута гипотеза о том, что динамиче-

ские системы классической механики не обла-

дают статистическими свойствами. Эта гипо-

теза была основана на положении о том, что 

движения таких систем однозначно определе-

ны в силу априорного характера задания 

начальных условий [20]. Однако для всякой 

динамической системы реальное значение 

имеет движение ячейки фазового простран-

ства, в которой точки перемещаются согласно 

заданным уравнениям движения. Законы дви-

жения таких ячеек могут иметь характер, от-

личный от характера движения их отдельных 

точек [8]. 

Примечательно, что даже в простых 

консервативных системах ячейки фазового 

пространства, имевшие первоначально пра-

вильную форму, впоследствии деформируют-

ся и размещаются сложным образом. Это яв-

ление может рассматриваться как свойство 

необратимости динамических систем класси-

ческой механики. Идея о такой необратимо-

сти была впервые предложена Н.С. Крыловым 

(1917−1947) в 40-х годах прошлого века [25].  

Отмечается, что необратимость подоб-

ного рода имеет место даже у систем с не-

большим числом степеней свободы, а не 

только у многостепенных систем, как счита-

лось ранее [20]. 

Характер движения отдельной ячейки фа-

зового пространства, соответствующей динами-

ческой системе, связан со свойством устойчиво-

сти, а деформация самой ячейки обусловлена 

неустойчивостью. В силу необратимости и со-

ответствующие статистические свойства систе-

мы связаны также с неустойчивостью движе-

ния. Это характерное явление отмечалось в 

1963 г. М. Борном (1882−1970) [26], а также в 

книге Крылова [25]. Однако, как утверждается в 

статье [27], подход Крылова приемлем на физи-

ческом уровне логической строгости, но он не 

вполне убедителен с точки зрения математики. 

Двойственные биллиарды. В конце 

1950-х годов Дж. фон Нейманом (1903 −1957) 

в концепцию математического биллиарда бы-
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ло введено понятие двойственного (или внеш-

него) биллиарда. Впоследствии этот вид бил-

лиарда стал популяризовать Юрген Курт  Мо-

зер (1928−1999).  

Существование периодических траекто-

рий для двойственного биллиарда в много-

угольной биллиардной области было доказано в 

2007 г. С.Л. Табачниковым в работе [28]. Эта ра-

бота содержит изложение доказательства, ранее 

полученного К. Калтером. Другая задача для 

данного биллиарда содержит доказательство по-

линомиальности [29]. Помимо этого было дока-

зано, что двойственное биллиардное отображе-

ние является симплектическим [18, c. 163]. 

Построена наглядная интерпретацион-

ная модель двойственной биллиардной систе-

мы как механической системы − одномерного 

импульсного осциллятора. Эта механическая 

система изоморфна двойственному биллиарду 

относительно некоторой заданной замкнутой 

выпуклой кривой, параметризованной харак-

терным углом. Этот угол образован касатель-

ной к данной кривой в ее текущей точке [18, 

30]. Данная интерпретация сходна с известной 

моделью, построенной на аналогии между 

движением точки по заданной окружности и 

движением ее проекции на фиксированную 

прямую, расположенную вне окружности. 

Было установлено, что орбиты двой-

ственного биллиарда относительно полукруга 

уходят в бесконечность [31]. 

В 2009 г. вышла книга Р. Шварца [32], по-

священная подробному анализу двойственного 

биллиарда относительно четырехугольников, 

диагональ которых является осью симметрии. 

Для таких биллиардов также имеют место орби-

ты, уходящие в бесконечность, однако характер 

их ухода гораздо сложнее, чем для полукруга. 

Статья Шварца [33] содержит анализ 

двойственного биллиарда относительно окта-

гональной биллиардной области. Полученные 

им результаты по характеру свойств анало-

гичны результатам, найденным ранее для пен-

тагональной области Табачниковым [18]. 

Биллиарды внутри квадратичных 

поверхностей. Серия работ, опубликованных 

В. Драговичем и М. Раднович за 1998−2006 

гг., посвящена биллиардам внутри квадра-

тичных поверхностей и геодезическим на 

этих поверхностях [34−37]. Содержание дан-

ных работ отражено в книге [23]. 

Эти авторы получили условия, при ко-

торых биллиардные траектории замкнуты. 

Ранее такие условия в случаях выполнения 

теоремы Понселе были найдены А. Кэли (1821 

−1895). Результаты исследований по этой же 

теме представлены в работах Б. Хесина и Та-

бачникова [18, 38, 39].  

В работе [40] (2010) обсуждается пол-

ная интегрируемость биллиардной системы на 

контактных многообразиях. При этом в статье 

[38] предлагается вариант теоремы Понселе 

для светоподобных геодезических на эллип-

соиде, находящемся в пространстве Г. Мин-

ковского (1864−1909).  

Хаотические биллиарды. В классиче-

ском биллиарде движение биллиардной точки 

подчинено законам геометрической оптики. 

Однако в композитных оптических средах лу-

чи света, проходя через внутренние границы 

раздела оптически разнородных сред, на их 

границах отражаются и преломляются [41]. 

Эти особенности порождают механизмы ха-

отизации в биллиардных системах, названных 

композитными биллиардами [42].  

В таких системах при расщеплении лу-

чей света на границе раздела оптических сред 

с разными показателями преломления возни-

кает неоднозначность в образовании направ-

лений биллиардных траекторий. В результате  

проявляются детерминированные периодиче-

ские, квазипериодические или хаотические 

законы движения световых лучей.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6 

Таких хаотических законов движения суще-

ствует континуум. При этом траектории бил-

лиардов хаотически переходят с одного листа 

многолистного фазового пространства на дру-

гой его лист. Такая хаотичность изначально 

заложена в любом биллиарде с расщеплением 

лучей [42]. На рис. 6 изображены траектории 

хаотического квантового биллиарда в обла-

стях – стадион и улитка Паскаля. 

Примером такого рода хаотического 

биллиарда является асимметричный кольце-

вой биллиард, образованный двумя эксцен-

трическими кругами (границами Γ1, Γ2 круго-
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вой биллиардной области Q) с разными пока-

зателями преломления световых лучей (внеш-

ним и внутренним). При этом один из кругов 

находится целиком внутри другого. 

В работе [41] рассмотрена динамика 

световых лучей в таком композитном (хаоти-

ческом) биллиарде. Эта биллиардная схема 

является асимметричным обобщением плос-

кой схемы симметричного кольцевого билли-

арда с концентрическими стенками-круга-ми, 

рассмотренными в статье [42]. 

Обобщенные биллиарды. Биллиардная 

модель, непрерывно развиваясь, принимает 

более абстрактные формы, соответствующие 

возникающим более общим задачам матема-

тики и смежных с ней наук. Обобщаются ос-

новные понятия и базовые элементы билли-

ардной модели. Так, было введено понятие 

обобщенной биллиардной области [43]. 

Простейшей элементарной (или со-

ставной элементарной) плоской областью Q 

называется двумерное связное компактное 

плоское гладкое риманово многообразие с ку-

сочно-гладким краем, имеющее (или не име-

ющее) изометричное вложение в плоскость. 

На основе этого определения получен 

ряд оригинальных результатов изысканий. 

В настоящее время интенсивно прово-

дятся исследования свойств биллиардов с 

медленно изменяющимися параметрами. Рас-

сматривается динамика в медленно вращаю-

щихся прямоугольном и эллиптическом бил-

лиардах с медленно изменяющимися грани-

цами. Эти системы близки к интегрируемым и 

для их исследования могут применяться ме-

тоды теории возмущений. В данных системах 

имеют место резонансные явления − захват в 

резонанс и рассеяние на резонансе. При ис-

следовании этих явлений используются мето-

ды, разработанные в теории гладких гамиль-

тоновых систем с быстрыми и медленными 

переменными.  

Применение обобщенных биллиардов 

в динамике твердого тела. В 2015 г. вышла 

статья [44], посвященная обобщенному билли-

арду, движение при котором происходит на 

локально плоской поверхности. В ней показа-

но, что известные интегрируемые случаи си-

стемы уравнений динамики твердого тела и 

гиростата в задаче о движении вокруг непо-

движного полюса, а также при движении в 

неограниченной идеальной жидкости, при 

определенном выборе значений их парамет-

ров моделируются обобщенными локально 

плоскими интегрируемыми биллиардами. Это 

относится к соответствующим уровням инте-

гралов. 

В работе отмечены случаи интегрируе-

мости, являющиеся по Лиувиллю эквивалент-

ными обобщенным биллиардам с областями, 

ограниченными дугами софокусных квадрик. 

Этими случаями являются случаи Эйлера, Ла-

гранжа, Ковалевской, Жуковского, Горячева-

Чаплыгина – для классического твердого тела 

и случаи Сретенского, Ковалевской-Яхьи, 

Клебша и Соколова – для гиростата и для 

твердого тела, движущегося в жидкости. 

Другим примером применения билли-

ардной модели к динамическим задачам твер-

дого тела является задача о динамике связки 

двух тел, движущейся на орбите [45].  

Заключение 

В настоящее время концепция матема-

тических биллиардов является неотъемлемой 

частью бурно и динамично развивающихся 

областей математического знания и, в частно-

сти, теории динамических систем, возможно-

сти развития которой непрерывно расширя-

ются. Ее развитие обусловлено естественным 

общим развитием многих современных разде-

лов математических и смежных с ними наук. 

Методы исследования свойств матема-

тических биллиардов, с одной стороны, при-

мыкают к классической геометрии, а с другой 

– находятся на стыке отраслей современной 

математики и механики: теории чисел, топо-

логии, эргодической теории и теоретической 

механики. Это – многократно апробированная 

эффективная модель для исследования эрго-

дичности и эффекта перемешивания в гамиль-

тоновых системах. Вместе с тем, исследова-

ние свойств биллиардных систем актуально 

как для самой математики, так и для смежных 

с ней отраслей знания и их приложений.  

Настоящий обзор представляет в крат-

ком виде ретроспективный взгляд на отдель-

ные моменты исторического развития кон-

цепции математических биллиардов и не пре-

тендует на полноту изложения ввиду обшир-

ности данной темы. 
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