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Для вхождения в эру устойчивого развития необходимо научиться управлять природой, т.е. оптими-

зировать ее влияние на человека и ее отклик на антропогенные воздействия. Для этого нужно уметь 

моделировать все природные процессы, а также научиться прогнозировать их развитие во времени и 

пространстве, постепенно вводя элементы управления. Как известно, все природные процессы в той 

или иной степени связаны с вихревыми гидродинамическими потоками, вызванными перераспределе-

нием вещества в гравитационном поле. Используя математический аппарат, базирующийся на системе 

уравнений Навье–Стокса, сложно описать вихревые (кольцевые) структуры, формирующиеся во всех 

геосферах нашей планеты под действием гравитационного поля. Предложен математический аппарат 

вихревой гидродинамики (ВГ), основанный на новом фундаментальном свойстве гравитационного 

поля – векторном потенциале, для которого rotA ≠ 0, позволяющий адекватно описывать вихревые 

структуры и глубже понимать их сущность. С помощью анализа системы уравнений (ВГ) и результа-

тов, полученных при решении ряда задач, сделаны обобщения по некоторым физическим процессам и 

явлениям, распространенным в различных геосферах Земли. 
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Введение

  

В последние десятилетия активно раз-

вивается идея (концепция) устойчивого раз-

вития. Существует множество определений и 

трактовок этой концепции, но ни политики, 

ни экономисты, ни философы, разработавшие 

эти определения, до сих пор не могут понять 

и объяснить суть этой концепции, она стано-

вится просто модной теорией для управленче-

ской "элиты". Некоторые страны уже счита-

ют, что вышли на путь устойчивого развития. 

В России объявлен даже конкурс "Регионы – 

устойчивое развитие". Но природа своей не-

предсказуемостью, стихийные бедствия, тер-

роризм, экономические кризисы, войны и др. 

расставляют все на свои места.  

С математической точки зрения суть 

концепции устойчивого развития – это опти-

мальное управление природой т. е. необходи-
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мо предсказать событие (явление), спрогно-

зировать его развитие и оптимизировать по-

следствия его воздействия. Под термином 

природа понимается вся окружающая среда, 

включая человека. Это минимаксная задача в 

результате решения которой при минималь-

ном воздействии на окружающую среду мож-

но получить от нее максимальную пользу. 

Для выполнения этого, на первый взгляд про-

стого определения, необходимо проделать 

громадную работу, которая по времени зай-

мет десятилетия или даже столетия. Необхо-

димо разработать математические модели 

всех процессов, проходящих в окружающей 

среде и связи между ними, научиться их про-

гнозировать во времени и пространстве, а за-

тем постепенно, изучая и корректируя, вво-

дить элементы управления этими процессами.  

Для моделирования процессов в окру-

жающей среде нужны адекватные математи-

ческие модели и эффективные численные ме-

тоды. На наш взгляд, необходимо использо-
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вать разные подходы для описания и решения 

этих задач, что в свою очередь позволит 

глубже изучить и понять природные явления 

и более точно определить направление дви-

жения к истине. Только тогда можно будет 

говорить о начале вхождения в эру устойчи-

вого развития. 

Ни для кого не секрет, что весь наш 

мир, все, что нас окружает, и мы сами нахо-

димся под воздействием гравитации. Все про-

цессы, протекающие в природе, в той или 

иной степени связаны с гидродинамическими 

потоками, вызванными перераспределением 

вещества в гравитационном поле. Основной 

силой переноса вещества в природе является 

конвекция, которая в свою очередь зависит от 

сил, вызванных какими-то внешними воздей-

ствиями (вынужденная конвекция), и внут-

ренних сил, вызванных плотностными неод-

нородностями, возникающими за счет гради-

ентов температуры и концентрации вещества 

(свободная конвекция). 

Вихревые, кольцевые структуры до-

вольно широко распространены во всех гео-

сферах Земли и космическом пространстве. 

Особенно ясно это стало при дешифровке 

космических снимков в конце XX в. Размеры 

этих структур могут достигать сотен кило-

метров. Считается, что в земной коре данные 

структуры контролируют крупные месторо-

ждения металлов и других полезных иско-

паемых, а в гидросфере и атмосфере являют-

ся основными переносчиками энергии и ве-

щества. 

 
Рис. 1. Вихревые структуры, образованные при формировании Земной коры 

 

В земной коре вихревыми называют та-

кие структуры, в которых существенная роль 

принадлежит спиралевидным, дугообразным 

и эксцентричным кольцевым формам. В этих 

структурах всегда присутствуют две морфо-

логически различные части: меньшая – внут-

ренняя, и большая – внешняя. Внутренняя 

часть (часто округлой формы) занимает не 

более одной пятой, а нередко – меньше одной 

десятой  всей  площади  структуры,  и  может  

располагаться как в ее центре, так и эксцен-

трично. Внешняя часть структур очерчена 

спиралевидными (вихревыми) или полуколь-

цевыми (дуговыми) формами различной кри-

визны, которые обязательно сходятся к цен-

тру внутренней изометричной части. Как пра-

вило, эти структуры продолжаются и на глу-

бину, в этом случае их называют винтовыми 

структурами.  

 
Рис. 2. Вихревые (кольцевые) структуры, а – в атмосфере,  

 б – на льду озера Байкал (космический снимок)  

Генезис вихревых, кольцевых структур 

пока не ясен. Существует множество гипотез 

их образования от вращательно-поступатель-

ного внедрения магмы до космического удар-

но-метеоритного. Многие связывают образо-

вание структур с вращательными движениями 
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блоков земной коры в горизонтальном направ-

лении. В большинстве случаев в центре или в 

пределах данных структур фиксируются ин-

трузивные тела, которые, скорее всего, и яв-

ляются причиной образования вихревых, 

кольцевых и винтовых структур, но механизм 

формирования условий для их образования 

пока остается дискуссионным [2] (рис. 1). 

С другой стороны, в атмосфере и гидро-

сфере все мы явно наблюдаем различные вих-

ревые структуры – циклоны, антициклоны, 

торнадо, бора и тому подобное. Это позволяет 

предположить, что и все вихревые структуры, 

связанные с глубинными процессами, разви-

ваются по тому же сценарию, что и на по-

верхности Земли (рис. 2). 

Но до сих пор эти процессы, идущие во 

всех оболочках Земли, недостаточно изучены, 

так как для описания и моделирования вихре-

вых структур нет адекватного математическо-

го аппарата.  

Используемые методы, проблемы: 

новый подход 

Для описания гидродинамики в задачах 

со свободной и вынужденной конвекцией в 

сплошных (вязких) и пористых средах широко 

используется система уравнений Навье–Стокса, 

в которой эти силы описываются совместно – 

одним уравнением. Это приводит к трудностям 

при ее решении, так как она не является систе-

мой типа Коши–Ковалевской, т. е., нет эволю-

ционного уравнения для давления. Имеются и 

другие особенности, возникающие при исполь-

зовании численных методов решения данной 

системы уравнений, например наличие малого 

параметра при второй производной может при-

водить к существенному изменению гладкости 

решения, и ряд других. 

Уравнения Навье–Стокса, вытекающие 

из уравнения Больцмана, полученного на ос-

нове уравнений механики и статистики, непо-

средственно описывают только ламинарные 

течения, поэтому с помощью этой системы 

уравнений сложно, а в большей части невоз-

можно описать вихревые структуры, которые 

формируются в гравитационном поле во всех 

средах при возникновении плотностной стра-

тификации.  

Для описания вихревых структур (тур-

булентности), привлекают дополнительные 

гипотезы и предположения, которые повы-

шают степень этой системы уравнений, запу-

тывают физический смысл вихревых процес-

сов и усложняют численные методы решения 

задач.  

Для избавления от этих недостатков су-

ществует подход, основанный на исключении 

давления из уравнений за счет применения 

операции ротор (rot) к уравнению для вектора 

скорости, и переходу описания скоростей че-

рез функцию тока и вихрь. Такой переход по-

вышает порядок дифференциального уравне-

ния по пространственным переменным, но за 

счет введения функции тока дает автоматиче-

ское удовлетворение уравнения неразрывно-

сти, при этом система уравнений усложняется 

и обычно решается раздельным – двухполевым 

методом. Приравнивание операции ротора 

скорости к вихрю (которые по определению 

тождественно равны) не позволяет вычислить 

функцию тока через другую независимую 

функцию, что приводит к новым такого же по-

рядка трудностям, связанным с заданием гра-

ничных условий для вихря [10].  

Поэтому возникает необходимость в по-

строении новой математической модели, по-

зволяющей избежать указанных затруднений. 

Для вычисления функции тока и затем опре-

деления через нее вектора скорости можно 

использовать независимую векторную функ-

цию – генератор вихрей. Похожий метод ис-

пользовался некоторыми исследователями 

для решения задач в пористых средах, но 

только для двумерных уравнений [9].  

В 1999 г. автором был разработан матема-

тический аппарат трехмерной Вихревой Гид-

родинамики (ВГ) для пористых сред, который 

затем был обобщен и для вязких сред. Предла-

гаемый новый математический аппарат основан 

на расщеплении конвекции на две составляю-

щие – свободную, вызванную градиентом 

плотности и записанную через векторную 

функцию тока Ψ – векторный потенциал, и 

вынужденную, вызванную источниками, запи-

санную через скалярную функцию U – скаляр-

ный потенциал, что позволяет раздельно вы-

числить их значения, а затем получить парамет-

ры суммарного конвективного потока.  

На базе этого математического аппарата 

автором разработан пакет программ на языке 

Fortran, с помощью которого можно решать 

широкий круг трехмерных задач тепломассо-

переноса в пористых и вязких средах на пер-

сональных компьютерах.  

За последние годы были получены ре-

шения для ряда теоретических и практиче-

ских задач, которые опубликованы в цен-
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тральных журналах РАН, доложены на Рос-

сийских и международных конференциях. 

В данной работе сделан вывод системы 

уравнений вихревой гидродинамики и дано 

обоснование предлагаемого подхода. На ана-

лизе результатов решения задач тепломассо-

переноса в пористых и вязких средах показа-

ны возможности информационной техноло-

гии, разработанной на основе (ВГ) и сделаны 

обобщения по некоторым физическим про-

цессам и явлениям, распространенным в раз-

личных геосферах Земли.  

Обоснование нового подхода  

и вывод уравнений (ВГ)  

Из теории поля известно, что любое 

векторное поле M можно разложить на две 

составляющие. M = M1 + M2. Поле M1 = grad 

U – источниковое или дивергентное поле, где 

U – произвольная функция, имеющая первую 

производную, и выполняется равенство rot 

grad U = 0. Функцию U называют скалярным 

потенциалом векторного поля M. Тогда, div 

M1 = div grad U = k1,   
2
U = U = k1, где 

k1 – константа пропорциональности,  – 

плотность источников.  

Поле M2 = rot A – вихревое или циркуля-

ционное поле, тогда, div rot A = 0. Функцию A 

называют векторным потенциалом векторно-

го поля M. Существует бесконечное число 

векторных функций A,  описывающих одно и 

то же поле M, такие функции могут отличать-

ся друг от друга с точностью до градиента 

некоторой скалярной функции , так как rot 

grad  = 0. Это приводит к следующему со-

отношению: rot rot A = k2W  grad div A  


2
A = k2W. Так как существует бесконечное 

множество функций A, описывающих одно и 

то же поле M, то можно выбрать из них такое, 

которое удовлетворяет равенству div A = 0 

(калибровка Кулона)  
2
A = A = k2W, где 

k2 – константа пропорциональности, W – век-

тор плотности вихревых линий (линий тока), 

а плотность (густота) линий векторного 

поля пропорциональна его интенсивности.  
Все процессы, протекающие в природе, 

в той или иной степени связаны с гидродина-

мическими потоками, вызванными перерас-

пределением вещества в гравитационном по-

ле. Известно, что генератором свободной 

конвекции является неоднородность плотно-

сти среды, а интенсивность конвекции про-

порциональна градиенту этой плотности 
[1]. Значит, векторную функцию W можно 

представить в виде градиента скалярной 

функции, например  (плотность среды), то-

гда W = grad. Свободно конвективные пото-

ки вещества, вызванные градиентом плотно-

сти, формирующим гидродинамический ди-

поль, удобно записать с помощью векторной 

функции тока  – векторный потенциал, а 

потоки вынужденной конвекции, вызванные 

источниками, через функцию U – скалярный 

потенциал (давление, напор).  

Тогда перенос среды (вещества) можно 

записать в виде векторного уравнения Пуас-

сона U = k1, описывающего источниковое 

или дивергентное поле, записанное через 

скалярную функцию U и   = k2 – опи-

сывающее вихревое или циркуляционное по-

ле, записанное через векторную функцию , 

которое в декартовой (ортогональной) сис-

теме координат распадается на три скаляр-

ных уравнения инвариантных относительно 

системы координат: 

x = k2 /x, y = k2 /y, 

z = k2/z.                         (1)  

В общем случае векторное поле скоро-

стей, вызванное источниками и генераторами 

вихрей, можно записать так: 

V = V1 + V2 = grad U + rot .            (2)   

Это равенство представляет собой одну из 

форм теоремы Гельмгольца.  

На этом основании автором предложена 

новая трехмерная система уравнений, позво-

ляющая разделить конвекцию на две состав-

ляющие – свободную и вынужденную – и, 

вычислив их значения, получить параметры 

суммарного конвективного потока. Эту сис-

тему можно записать так: 

 = k2 ;                          (3) 

U = k1;                             (4) 

V = grad U + rot .                  (5) 

Система уравнений (3–5) представляет собой 

систему уравнений Вихревой Гидродинами-

ки (ВГ), записанную в векторной форме.  

В общем случае плотность может зави-

сеть от потенциальной функции =F(U), т.е. 

от внешнего воздействия, но это достаточно 

узкий класс задач. В поле гравитации в ос-

новном формируются свободно-конвективные 

потоки, и плотность зависит от других ска-

лярных функций – температуры и концентра-

ции вещества =F(T,C), для описания полей 

которых вводятся дополнительные уравнения.  

Предлагаемый подход хотя и увеличива-

ет порядок системы уравнений в частных про-
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изводных по сравнению с системой уравнений 

Навье–Стокса, но позволяет более точно вы-

числить конвективную составляющую V, ко-

торая играет определяющую роль в задачах 

гидродинамики и вычислении полей темпера-

туры и концентрации вещества, в задачах теп-

ломассопереноса. Для решения задач со сво-

бодноконвективными течениями уравнение (4) 

можно исключить, и порядок системы уравне-

ний понизится. Кроме того, система (ВГ) явля-

ется классической системой уравнений в част-

ных производных эллиптического типа и по-

зволяет более эффективно использовать вы-

числительные методы для ее решения.  

При выводе уравнения для векторного 

потенциала использовалась калибровка Куло-

на, но существует другой подход, в котором 

используется калибровка Лоренца (его часто 

применяют при выводе уравнения для век-

торного потенциала в электродинамике). Если 

использовать калибровку Лоренца, то в урав-

нении появляется дополнительный член, а 

при нем – коэффициент (волновое число), ко-

торый для задач гидродинамики сложно оп-

ределить и, скорее всего, он должен быть раз-

ным для каждой задачи, что усложнит их ре-

шение. В дальнейшем, возможно, для каких-

то задач гидродинамики такой подход может 

быть использован.  

Данную систему уравнений также мож-

но использовать для решения задач электро-

магнитной динамики, через векторный и ска-

лярный потенциалы определять напряжен-

ность электрического или магнитного поля, 

используя их коэффициенты сопротивления 

или проводимости. Так как все напряжения 

возникают за счет неоднородности среды, то 

через перемещения (мгновенные скорости) 

можно определить поле деформаций, дилата-

цию, девиатор (тензор напряжений) и таким 

образом решать задачи прочности. В будущем 

данная система уравнений будет апробирова-

на на этих задачах. 

Математическая модель  

тепломассопереноса в пористых  

и вязких средах 

Добавив к полученной системе уравне-

ний вихревой гидродинамики (ВГ) уравнения 

теплопроводности, массопереноса, уравнение 

состояния, граничные и начальные условия 

получим следующую полную сопряженную 

систему уравнений тепломассопереноса в по-

ристых и вязких средах.  

Эта модель в терминах функции тока, 

давления, температуры и концентрации вы-

глядит так (рис. 3): 
 

, 

Рис. 3. Система уравнений вихревой гидродинамики ВГ (пояснения в тексте) 

 

Здесь  1,2,3 – проекция вектора функции то-

ка на координатные оси; T – температура; U – 

потенциальная функция; iC  – концентрация 

i-го компонента в системе, i =1, m, m – количе-

ство компонент; t – время; x, y, z – координаты, 

Vx,Vy,Vz,Wx,Wy,Wz,аx,ay,az,Ax,Ay,Az,Dx,Dy,Dz,

x,y,z, – проекции векторов скоростей кон-

векции (фильтрации) и тепловой волны, ко-

эффициентов текучести (фильтрации), гидро-
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динамического сопротивления, гидродиспер-

сии, температуропроводности на координат-

ные оси; , 
, ‘

, 0, 
  
– термический и кон-

центрационный коэффициенты объемного 

расширения, коэффициент сжимаемости, ис-

ходная и текущая плотность среды (флюида); 

T0,C0,U0,T,C,U – фоновые и текущие темпера-

тура, концентрация, и потенциальная функ-

ция (давление – P или напор – H); D  – 

обобщенный коэффициент дисперсии (диф-

фузии), или коэффициент гидродисперсии. iF  

– обобщенная функция кинетики, превраще-

ния веществ. ),,,( zyxtfi  – функция источни-

ков или генераторов, формирующих внешние 

(сторонние) поля, например транзитный по-

ток или внутренние поля, сформированные в 

предыдущие моменты времени i=15. 

В уравнение (11) для задач с пористы-

ми средами используется обобщенный коэф-

фициент дисперсии, или коэффициент гид-

родисперсии D =
KM DD  , где 

MD  – коэф-

фициент молекулярной диффузии, 
KD  – 

коэффициент диффузии или механической 

дисперсии: 
'VDK  ,    VV '

,              (14) 

V ' – вектор действительной скорости фильт-

рации,    – параметр механической диспер-

сии,   – пористость. Для вектора скорости 

тепловой волны можно записать следующее 

выражение: 

W =  V 
п

ф

C

C
,                         (15)  

где V – вектор скорости фильтрации, C , C  

– объемная теплоемкость флюида и флюидо-

насыщенных пород. 

iF  – обобщенная функция кинетики превра-

щения веществ. 

iF  = ik
t

j




 + Si + Ni .                 (16) 

Здесь: ik – стехиометрический коэффициент 

для i-го элемента в k-ой реакции осаждения-

растворения минералов. 
t

j




 – прибыль или 

убыль j-го минерала за счет реакций раство-

рения – осаждения, замещения. 

 












 qkrklksk

q
q

r
r

l
l

s
s

k

k

j
CC

t

 
 ,  (17) 

где Сq – моляpная концентpация элементов в 

поpовом водном pаствоpе в моль/л, q = 1m 

j  – молярная плотность минералов в еди-

нице объема в моль/дц
3
, j=1 n, Kk – констан-

та равновесия k-й реакции растворения, оса-

ждения r,s-го минералов s,r[1,…j],   – 

стехиометрический коэффициент для s-го 

или r-го минерала в k-ой реакции. 1  s,r  n, 

  – стехиометрический коэффициент l-го 

или q-го элемента раствора в k-й реакции. 1  

l,q  m Si – прибыль или убыль i-го элемента 

в растворе за счет равновесных и обменных 

реакций, i = 1m. 

 









r

q
q

l
l

ri
qrlr CCS


,      (18)  

где Kr – константа равновесия r-ой реакции 

диссоциации или растворения осаждения i-го 

вещества.  rl – стехиометрический коэффици-

ент  для l-го или q-го элемента в r-ой реакции: 

1  l,q < m, 

Ni – прибыль-убыль i-го элемента за счет 

сорбции-десорбции или радиоактивного рас-

пада:  

Ni = i Сi ,                        (19) 

где i – коэффициент сорбции-десорбции при 

бесконечной емкости, или радиоактивного 

распада i-го элемента. Сi – текущая концен-

трация i-го элемента.  

Количество твердого вещества так же, 

как и растворенного, рассчитывается в 

моль/дц
3
. Пористость   в точке определяется 

по формуле 

jj
j

Q 1 ,                  (20) 

где Qj – мольный объем j-го минерала 

дм
3
/моль, 

j  – молярная плотность j-го мине-

рала моль/дм
3
. 

Пористость учитывается при образова-

нии твердых осадков реакций, осаждение ми-

нералов прекращается, если пористость дости-

гает заданного минимума, и при расчете коэф-

фициента дисперсии на каждом новом времен-

ном шаге. Расчет уравнений химической кине-

тики, записанный на основе закона действую-

щих масс, проводится итерационным методом 

с использованием случайных чисел. Для реше-

ния выписанной системы уравнений задаются 

граничные и начальные условия: 

 Г
;      zyxFzyx t ,,,, 10   ; 

GT Г  ;       zyxFzyxT t ,,,, 20  ; 
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RC Г  ;       zyxFzyxC t ,,,, 30  ; 

 Г ;    zyxFzyx t ,,,, 40   ,     (21)                                                                        

где, , G, R, H, F1-4 – известные функции. 

Это система уравнений шестого и более 

порядка, в зависимости от количества компо-

нентов (m). Первые четыре уравнения (6, 7, 8, 

9) описывают гидродинамику, причем первые 

три записанные через функцию тока – сво-

бодную конвекцию, вызываемую внутренни-

ми силами (градиентом плотности), а четвер-

тое, записанное через скалярный потенциал, – 

вынужденную конвекцию, вызываемую лю-

быми внешними силами. Пятое уравнение – 

теплопроводности (10), шестое – массопере-

носа (11). Прямая связь между гидродинами-

ческим блоком и уравнениями тепломассопе-

реноса осуществляется через скорости кон-

векции (фильтрации) уравнение (12) – обрат-

ная через плотность среды (флюида) уравне-

ние состояния (13). Для решения данной сис-

темы задаются начальные и граничные усло-

вия (21). Любые начальные состояния и 

внешние воздействия (транзитные потоки и 

т.д.) или взаимодействия разных веществ ме-

жду собой и их фазовые переходы задаются с 

помощью функций источников, записанных в 

правой части для каждого уравнения (14–20). 

Представленная модель эллиптическо-

параболического типа, является классической 

системой уравнений, для численного решения 

которой подходят большинство разработан-

ных и используемых расчетных методов и 

схем. Повышенный порядок системы уравне-

ний практически не влияет на методику и 

технологию разработки программного кода. 

Это позволило автору на основе экономичных 

конечно-разностных схем, основанных на 

расщеплении уравнений по координатам осям 

и физическим процессам, используя абсолют-

но устойчивый локально-одномерный метод 

решения [11], разработать пакет программ на 

языке Fortran, с помощью которого можно 

решать широкий круг трехмерных задач теп-

ломассопереноса в пористых и вязких средах 

на персональных компьютерах.  

При решении задач используются три 

безразмерных комплекса. Первые два это теп-

ловое и концентрационное числа Фурье Fot = 

/L
2
, Foc = D/ L

2
. В уравнениях, описываю-

щих свободную и вынужденную конвекцию, 

возникающую за счет градиента плотности 

среды (флюида) или внешних сил, коэффици-

ент пропорциональности k2 = (g/)(/L) = 

g/νL определяет плотность потока линий 

тока, характеризующий его интенсивность, в 

общем случае является тензором второго ран-

га и имеет размерность 1/(м
2
сек). Физический 

смысл этого коэффициента можно интерпре-

тировать как текучесть, а его обратное значе-

ние k1 = 1/k2, – как гидродинамическое сопро-

тивление (чем больше сопротивление среды, 

тем больше плотность источников). Поэтому 

третий безразмерный комплекс можно на-

звать критерием плотности распределения 

линий тока вихревой гидродинамики (ВГ), 

Плт = (g/)(/L)L
2
. В уравнениях этих 

трех комплексов , D, ,ν, g – коэффициенты 

температуропроводности, диффузии, динами-

ческой и кинематической вязкости, ускорения 

свободного падения, , L
2
, L – характерное 

время, площадь и размер в решаемой задаче.  

Основную нагрузку при интерпретации 

огромного объема результатов вычислений 

несет пакет графических программ визуали-

зации, разработанный автором и позволяю-

щий в динамике просматривать значения лю-

бой функции, вычисленной при решении по-

ставленной задачи. 

Численная реализация 

Для решения системы уравнений, опи-

сывающей процессы конвективного тепло-

массопереноса в трехмерных областях, необ-

ходимо использовать численные методы, по-

зволяющие в каждом узле дискретной сетки, 

покрывающей модельную область, рассчитать 

значения искомых функций. Для численной 

реализации краевых задач используется абсо-

лютно устойчивый локально-одномерный ме-

тод решения [11]. Суть его заключается в 

расщеплении уравнения по координатам и 

последующем решении одномерных уравне-

ний методом прогонки, в сумме являющихся 

решением многомерного уравнения. Эта не-

явная схема решения имеет суммарную ап-

проксимацию порядка  2  , где   – шаг 

по времени,   – шаг сетки. Для аппроксима-

ции конвективных членов в уравнениях (10, 

11) используется схема с направленными раз-

ностями [12]. Кроме того, эти уравнения рас-

щепляются по процессам, т. е. в каждый мо-

мент времени вначале учитывается вклад 

только кондуктивного и дисперсионного чле-

нов, рассчитанных по неявной схеме, а затем 

к ним добавляются значения конвективных 

составляющих, рассчитанных по явной схеме.  
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При решении уравнений Пуассона (6–9) 

применяется метод установления с нижней 

релаксацией [10]. Процесс считается устано-

вившимся при условии 

mS   ,                         (22) 

где S  – максимальное по всем узлам сетки 

значение невязки, m  – максимальное по мо-

дулю значение функции тока или потенциала, 

  = 0,01 – 0,001. Количество итераций для 

установления процесса зависит от шага по 

времени и параметров среды. При малом шаге 

по времени   и/или однородной структуре 

среды процесс устанавливается за 1–2 итера-

ции, при большем шаге   и/или неоднород-

ной структуре среды или при относительно 

больших коэффициентах проницаемости (те-

кучести) в начальные моменты времени ите-

раций требуется больше, но затем количество 

итераций быстро уменьшается и стабилизиру-

ется в пределах 3–5. 

Схему решения краевой задачи на каж-

дом шаге по времени можно представить в 

следующем порядке:  

1. По распределению температуры 
1nT ,  

концентрации 
1n

SC  и если есть источни-

ки, функции U
n-1

, согласно уравнению 

(13), определяется плотность – 
n
. 

2. По уравнениям (6–8) рассчитываются 

функции тока 
n  при известной правой 

части. 

3. Определяется распределение потенци-

альной функции U
n
, при наличии не ну-

левых граничных условий или источни-

ков по уравнению (9).  

4. По функциям тока и потенциалу вычис-

ляются скорости конвекции (фильтрации) 
n

xV , 
n

yV , 
n

zV . Для пористых сред по ско-

ростям фильтрации вычисляются скоро-

сти тепловой волны n

xW , n

yW , n

zW , коэф-

фициенты гидродинамической дисперсии 
n

z

n

y

n

x DDD ,,  и действительные скоро-

сти фильтрации 
n

z

n

y

n

x VVV ''' ,, . 

5. Используя скорости конвекции или тепло-

вой волны (для пористых сред), определя-

ется температура 
nT .  

6. Используя скорости конвекции и диффузии 

или коэффициенты гидродинамической дис-

персии и действительные скорости фильтра-

ции (для пористых сред), определяется кон-

центрация растворенных веществ n

iC . 

7. Если в системе учитывается кинетика 

превращения веществ или взаимодействия 

вода-порода, сорбция-десорбция (для по-

ристых сред), то рассчитывается функция 

источника для уравнения (11). 

Этот цикл повторяется для всех после-

дующих моментов времени с использованием 

результатов решения уравнений Пуассона как 

начальных условий с предыдущего временно-

го слоя. 

Начальные и граничные условия  

Для скалярных функций T,C,U – зада-

ются стандартные начальные условия, значе-

ния функций в точке. Для проекций функции 

тока задаются нулевые начальные условия  

1,2,30 = 0, или, если существует транзитный 

поток, вызванный какими-то внешними сила-

ми, значения для любой из этих функций – в 

виде числовой последовательности с задан-

ным шагом для формирования потока с опре-

делённой скоростью в рассматриваемой об-

ласти, например, горизонтальный поток вдоль 

координаты x, 10 = Κ×Δx×N, где Κ – коэф-

фициент пропорциональности, Δx – шаг по 

координате x, N – количество точек разбие-

ния. Граничные условия первого, второго, 

третьего или четвертого рода задаются для 

скалярных функций, хотя при выносе границ 

за пределы области влияния процессов их 

можно свести к условиям первого и второго 

рода. Для скоростей на гранях расчетной об-

ласти используются условия, записанные че-

рез проекции функции тока. Для условий не-

протекания и проскальзывания г = 0. Для 

нормальных скоростей условие протекания, а 

для касательных (тангенциальных) скоростей 

условие прилипания /nг = 0.  

Условия применения  

Модель реализована в виде пакета про-

грамм на языке Fortran для ПК типа IBM. 

Трансляция проводится с помощью компиля-

тора Fortran PowerStation, позволяющего по-

лучать оптимизированные 32-разрядные при-

ложения, работающие в операционных систе-

мах DOS и Windows.  

Время расчета задачи определяется ко-

личеством точек в расчетной области и коли-

чеством моментов времени, на которое ведет-

ся расчет. Так, для области, разбитой сеткой 

на 45000 точек (503030), при решении за-

дачи в пористых средах на 7300 моментов 

времени (что составляет 20 лет, если шаг по 
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времени – 1 сутки) время счета на AMD-2000 

составляло 150 минут (2,5 часа). При использо-

вании кинетики взаимодействия вода-порода 

время расчета резко возрастает и намного уве-

личивается объем результатов вычислений.  

В задачах с высоковязкими средами, для 

области разбитой сеткой на 72000 точек 

(454040) и с корректировкой вязкости в за-

висимости от температуры и концентрации 

среды, при расчете на 16000 моментов времени 

с шагом 100 – 1000 лет требуется 90 минут (1,5 

часа) расчетного времени на персональном 

компьютере Pentium G620-2.6GHz. Это вполне 

приемлемо для задач такого класса. При уве-

личении или уменьшении количества точек 

или моментов времени время счета пропор-

ционально увеличивается или уменьшается.  

Результаты расчета по каждой функции 

и заданного момента времени выводятся в 

файлы прямого доступа, затем просматрива-

ются с помощью графических программ, раз-

работанных автором, позволяющих наблю-

дать изменение вычисленных функций в ди-

намике. При каждом расчете в файл прямого 

доступа выводятся 20–30 срезов по времени 

для каждой функции, что в сумме составляет 

75–150 Mb дисковой памяти. Тоновые рисун-

ки результатов расчетов представлены в виде  

блок-диаграмм и (или) горизонтальных срезов 

по вертикальной координате, вертикальных по 

горизонтальным для определенного момента 

времени. Разметка координат – в метрах или 

километрах. Стрелками показано поле скоро-

стей фильтрации (конвекции) в пяти диапазо-

нах, выделенных цветом. Для каждого диапа-

зона написано максимальное значение скоро-

сти, соответствующее максимальной длине 

стрелки на рисунке.  

Распределение концентрации веществ и 

температуры показано оттенками синего и 

красно-желтого цвета, с указанием абсолют-

ного максимума. В текстовый файл для кон-

троля выводятся исходные данные и значения 

рассчитанных функций для первого, проме-

жуточного, и последнего моментов времени в 

виде двумерных матриц-срезов по одной из 

координат. 

Анализ результатов  

С использованием системы уравнений 

(ВГ), был решен и опубликован в Российских 

и зарубежных изданиях ряд задач для порис-

тых, высоковязких и низковязких сред, ре-

зультаты некоторых из них проанализирова-

ны в данной работе. 

 

Рис. 4. Слева – динамика подъема плюма на три момента времени с распределением кон-

центрации вещества среды (белым цветом выделен расплав) и поля скоростей конвекции 

(максимальная скорость стрелки желтого цвета): а) через 24 млн лет, Vmax = 0,28 м/год; 

б) через 32 млн лет, Vmax = 0,42 м/год; с) через 48 млн лет, Vmax = 0,8 м/год, после начала 

подъема плюма. Верхняя часть блоков срезана по подошве литосферы. Справа – распреде-

ление: а) температуры Тmin = 200°С, Тmax = 3100°С, и поля скоростей конвекции Vmax = 0,8 

м/год (желтый цвет стрелок); б) концентрации вещества среды (белым цветом выделен 

расплав), в линзе расплава у подошвы литосферы через 100 млн лет 
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Для высоковязких сред анализировались 

задачи по оценке условий формирования и 

эволюции нижнемантийного плюма (рис. 4) и 

условий формирования и развития диапиров в 

системе литосфера – кора (рис. 5) [4, 5, 6]. 

Для пористой среды задачи о становле-

нии интрузива как одного из механизмов 

формирования условий для образования 

кольцевых и вихревых структур [3] (рис. 6). 

 

 

Рис 5. Распределение температуры при различной вязкости окружающих пород и 

плотности вещества диапира при относительно высокой его вязкости (1–3 порядка 

ниже вязкости окружающих пород) после подъема диапира; а) вязкость окружающих 

пород равна 10
23

 Пс, Tmax = 1730С; б) вязкость окружающих пород в десять раз 

меньше, Tmax = 1690С; с) вещество диапира  претерпевало фазовые переходы; д) ве-

щество диапира  не претерпевало фазовые переходы 

 

 

Рис 6. Схематичный блоковый разрез области расчета: а) распределение температу-

ры Тmax = 1000C, Тmin = 5C, концентрации вещества и поля скоростей фильтрации 

флюида Vmax = 0,003 м/год в начальный момент времени после внедрения интрузива в 

пористую среду верхней коры; б) распределение вынесенного потоком флюида из ин-

трузива вещества и поле скоростей фильтрации через 200 000 лет, срез сделан на глу-

бине 5 000м, Vmax = 0,007 м/год 
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Для низковязкой среды (гидросферы) 

рассмотрены задачи по оценке причин и ус-

ловий формирования кольцевых структур на 

льду и газовых выбросов в летний период из 

озера Байкал. [7, 8] (рис. 7). 

 

Рис 7. Формирование кольцевых структур на льду озера Байкал: а) рас-

пределение температуры и поля скоростей конвекции при образовании 

линзы у подошвы ледяного покрова; б) распределение плотности воды при 

формировании кольцевой структуры подо льдом озера Байкал (лед отри-

сован белым цветом) 

 
В этих задачах моделировалось влияние 

источника тепла и/или химического вещества, 

снижающих плотность мантийного (плюм) и 

литосферо-корового (диапир) материала для 

сплошной среды, или флюидов для пористой 

среды. Для гидросферы задавался источник с 

повышенной температурой или пониженной 

плотностью (газ).  

Во всех случаях шел одинаковый про-

цесс формирования восходящего и нисходя-

щего потоков (струй), который состоял из не-

скольких этапов развития. Над заданным ис-

точником появлялась куполообразная струк-

тура с пониженной плотностью и вязкостью.  

Для каждого координатного направле-

ния формировался гидродинамический ди-

поль и стратификация становилась неустой-

чивой (неустойчивость Рэлея–Тейлора). За 

счет горизонтального градиента плотности 

возникали выталкивающие силы (силы Архи-

меда) и куполообразная структура всплывала, 

формируя восходящий конвективный поток 

торообразного вида с восходящей ветвью в 

центре структуры (канале) и нисходящей в 

окружающем массиве (среде).  

При больших размерах источника и бо- 

лее низкой вязкости среды возможно образо-

вание мульти-диполя и появление нескольких 

симметрично расположенных куполообраз-

ных структур (рис. 5,б). Скорость подъема 

потока зависела от его плавучести и вязкости 

для сплошной среды и проницаемости среды 

и вязкости флюида для пористой. За счет вер-

тикального градиента плотности появлялись 

тангенциальные силы, вызывающие вращение 

структуры.  

В центральной и головной частях по-

ток вращался против часовой стрелки (ци-

клонический вихрь), а на периферии, где 

шло погружение, и в подошве структуры – 

по часовой стрелке (антициклонический 

вихрь) (рис. 8).  

При достижении потоком более вязкой 

среды (преграды) подъем его прекращался, 

вещество потока растекалось по его подошве, 

формируя линзу с вращением в центральной 

ее части против часовой стрелки, а на пери-

ферии – по часовой стрелке. Если преграда 

отсутствовала, то поток мог внедриться в ме-

нее плотную среду (гидросферу, атмосферу) и 

сформировать кольцеобразную структуру 

(рис. 6,б, 7,б).  
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Рис. 8. Распределение плотности среды и поля скоростей при подъеме конвек-

тивного потока (струи) для трех моментов времени развития процесса. В 

верхней и нижней областях рисунка показаны горизонтальные срезы в голов-

ной (для каждого) и подошвенной (для всех) моментов времени подъема струи. 

Максимальная скорость потока – желтый малиновый цвет в центре струи, 

минимальная – белый цвет на периферии 

 

Анализ системы уравнений и результа-

тов, полученных при решении этих задач, по-

зволил сделать некоторые обобщения по при-

чинам и следствиям динамики процессов, 

развивающихся в различных геосистемах. 

Выводы  

На основе этого анализа и ранее опуб-

ликованных материалов можно сделать сле-

дующие выводы. Всеми процессами и явле-

ниями в нашем мире управляет гравитация. 

Это основной источник движения и преобра-

зования вещества в природе. Гравитационное 

поле имеет не только скалярный потенциал 

(нормальную составляющую), но и векторный 

(вихревую составляющую) rot A ≠ 0, а генера-

тором вихрей является  – градиент плотно-

сти. Вертикальный градиент плотности вызыва-

ет тангенциальные силы, приводящие различ-

ные среды к вращению в горизонтальной плос-

кости, а горизонтальный градиент плотности 

вызывает их вертикальные движения (подъем, 

погружение). Это новое фундаментальное свой-

ство гравитационного поля.  

Причиной появления (действия) силы 

Кориолиса является не вращение Земли, а 

тангенциальная составляющая гравитацион-

ного поля. Это можно подтвердить с помо-

щью простого примера. В ясную морозную 

погоду, когда влажность воздуха минимальна, 

а значит его плотность максимальная, дым, 

поднимаясь из печной трубы, буквально 

вкручивается в воздух. Если на следующий 

день, при повышении температуры, а значит и 

влажности воздуха, плотности их становятся 

близкими, то дым стелется по земле, успевая 

только чуть подняться над трубой. Это гово-

рит о том, что причиной такого поведения 

дыма является разность плотности дыма и 

воздуха, чем она больше, тем с большей ско-

ростью и выше поднимается дым из трубы 

(рис. 9). 

 
Рис. 9. Подъем дыма из печной трубы: а) – ясная морозная погода, влажность 

воздуха минимальна, его плотность максимальная д << в ; б) – при повыше-

ние температуры, а значит и влажности воздуха, плотности их близки д ~в 
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Во всех пограничных слоях разных сред 

(оболочек Земли) существует скачок плотности, 

который активизирует (генерирует) тангенци-

альные силы гравитационного поля, а те в свою 

очередь формируют вихревые потоки. Менее 

плотные верхние слои плывут по нижним слоям 

с вращением по часовой стрелке, формируя ан-

тициклонический вихрь. Движение этих пото-

ков осложняется рельефом нижнего, более 

плотного, слоя. Такие потоки – придонные 

(приповерхностные) течения – существуют в 

атмосфере, реках, озерах, морях и океанах.  

За счет этих же сил верхняя твердая 

оболочка Земли (литосфера) разбита на пли-

ты, а те в свою очередь – на более мелкие 

блоки верхней более твердой коры. Все эти 

плиты и блоки движутся относительно друг 

друга, вращаясь на более плотном основании 

и/или перемещаясь в вертикальном направле-

нии, при подъеме формируя материки, а при 

погружении – озера, моря и океаны. Так как 

эти плиты и блоки плотно упакованы, то ни-

каких горизонтальных перемещений у них 

быть не может, к тому же материки, моря и 

океаны являются тонкой пленкой на поверхно-

сти литосферных плит и составляют 1,5–2 % 

от ее мощности-толщины. Иллюзию же пере-

мещения создает движение в виде погруже-

ния одного и подъема другого с обоюдным 

вращением двух соседних блоков (рис. 10). 

 
Рис. 10. Современные сейсмичность, вулканизм и границы плит: материк 

и океан могут располагаться на одной плите. Желтые точки – очаги зем-

летрясений, красные треугольники – активные наземные вулканы 

 

В северном полушарии Земли большая 

часть коры испытывает вздымание (подъем) с 

вращением против часовой стрелки (цикло-

нический вихрь) поэтому основная часть ма-

териков находится в этом полушарии. В юж-

ном полушарии большая часть коры погружа-

ется с вращением по часовой стрелке (анти-

циклонический вихрь) и покрыта океанами. 

Результирующая тангенциальная сила на-

правлена с запада на восток, она приводит 

планету к вращению в том же направлении, 

т.е. с запада на восток (рис. 11). 
 

 
Рис. 11. Распределение материков и океанов на поверхности планеты Земля. 

Слева геоид – уровневая поверхность потенциала силы тяжести, имеет фор-

му груши вытянутой к северному полюсу, желтый цвет – максимальная гра-

витация, синий – минимальная. Справа – глобус 
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Более того, собственные колебания (их 

еще называют свободные) всех тел и объектов 

на нашей планете являются результатом дейст-

вия вихревой составляющей гравитационного 

поля, так как между поверхностью опоры, на 

которую они опираются или к которой крепят-

ся, существует градиент плотности, приводя-

щий к вращающему моменту, возбуждающего 

колебания. Поэтому собственные колебания 

тел, объектов и систем – результат действия 

тангенциальных сил гравитационного поля. 

Все процессы, проходящие в глубинах 

Земли и на ее поверхности, одинаковы по физи-

ческой сути, но имеют различные временные 

масштабы от секунд до нескольких суток на ее 

поверхности и до десятков и сотен миллионов 

лет в ее глубинах. Это позволяет результаты, 

полученные при изучении более доступных 

процессов на поверхности Земли, применять 

для изучения и понимания менее доступных 

глубинных процессов. Полагаем, такой универ-

сальный подход может послужить дополни-

тельным импульсом для развития наук о Земле.  
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Using a mathematical apparatus based on the system of Navier–Stokes equations, it is difficult to de-

scribe vortex (circular) patterns formed under the action of gravitational field in all geospheres of our 

planet. The paper presents a new mathematical apparatus of vortex fluid dynamics (CFD) software, 

which allows us to adequately describe these patterns and get a deeper understanding of their essence. 

Based on the analysis of the proposed system of equations and the results of a number of model prob-

lems, generalizations are made on some physical processes and phenomena prevalent in different geo-

spheres of the Earth. 

Keywords: gravity; vector potential; convection; vortex structures; mathematical model; numerical 

experiment; heat and mass transfer; mantle; lithosphere; crust; diaper; rift. 
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