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Описана история возникновения диагонального метода рассуждения об совершенно упоря-

доченных последовательностях, возникновение таких рассуждений соответствует подперио-

ду 5.3 развития научной методологии. Показано, что диагональные рассуждения доказывали 

лишь невозможность всюду плотного линейно упорядоченного списка счетного множества, 

это видно на примере выполнения аксиомы отделимости (аксиомы Хаусдорфа) на счетном 

множестве десятичных обозначений. Аналогичные ограничения диагонального метода 

имеют место и при его приложении к рассуждениям в формализованных теориях (при ис-

пользовании Гёделевой нумерации и тому подобного). 
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1. Предисловие

 

При рассмотрении подпериодов 5-го 

периода развития науки, и сопоставлении 

подпериодам 5-го периода определенных 

уровней понимания причинности, (см. [17], 

[21], [20]) подпериоду 5.3 развития научной 

методологии соответствуют теории, рассуж-

дающие о последовательностях причинно- 

следственных связей (древовидных рассуж-

дениях): будь это в селекции "скрещивание 

разных сортов, простое и сложное многосту-

пенное" [20], в химии "периодический закон" 

[21], "аксиоматизация" в основаниях матема-

тики [19] или метод последовательных при-

ближений в решении прикладных задач [17, с. 

97–99]. На тех же гносеологических основа-

ниях выделения подпериодов развития мето-

дологии науки [17, с. 96], рассуждения о свя-

зях бесконечных последовательностей между 

собой соответствуют подпериоду 5.3.  

Диагональный метод – это некоторый 

способ рассуждения о связи между некото-

рыми бесконечными последовательностями. 

                                                                 

© Чечулин В. Л., 2018 

2. Методологические основания  

Для иллюстрации особенностей рассмат-

риваемых диагональных рассуждения служат 

современные результаты в этой области.  

В работах [16], [19] была доказана 

счетнoсть древовидной структуры десятич-

ных обозначений чисел на прямой:  

"Теорема 1 (О счетности десятичных 

обозначений чисел) Число десятичных обозна-

чений чисел – счетно" [16, с. 54], [19, с. 49]. 

В работе [22] была доказана теорема о 

том, что невозможно построить всюду плот-

ный линейный список десятичных обозначе-

ний чисел:  

"Теорема 2 (Об отделимости). Для деся-

тичных обозначений чисел на прямой выпол-

няется условие отделимости (между любыми 

двумя обозначениями найдется счетно-

бесконечное количество промежуточных)" 

[22, с. 20].  

Таким образом, древовидная структура 

десятичных обозначений чисел на прямой 

(см. рис. 1) является счетным списком, для 

которого между любыми двумя десятичными 

обозначениями можно вписать еще счетное 
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же число обозначений (ветвей этого дерева); 

подробное доказательство см. в [22, с. 20]. 

Отсюда следует, что все линейные списки (не 

учитывающие древовидность структуры), 

пусть и бесконечной выборки из десятичных 

обозначений, не будут всюду плотными, их 

всегда можно дополнить новыми, не вошед-

шими в этот список ветвями, при этом и это 

их пополнение остается счетным. 

3. История диагонального метода  

В 1890 г. Г. Кантор в работе "Об одном 

элементарном вопросе учения о многообрази-

ях" применил диагональные рассуждения
1
. 

                                                                 
1 Предпосылкой к этой его работе являлась его работа 

"Об одном свойстве совокупности всех действительных 

алгебраических чисел" [2], в которой устанавливалась 

счетность множества алгебраических чисел, а ранее им 

же (Кантором) была доказана счетность множества ра-

циональных чисел путем построения пересчета множе-

ства пар чисел (числителей и знаменателей). 

Им рассмотрены бесконечные последова-

тельности Ek вида 

Ek=(a1,k, a2,k, a3,k, a4,k, …). (1) 

Он пишет: "Пусть М – совокупность всех 

элементов Е. <…> Теперь я <Кантор> утвер-

ждаю, что такое многообразие М не имеет 

мощности последовательности 1, 2,..., v.  

Это вытекает из следующей теоремы:  

"Если Е1, Е2, ..., Е, ...– какая-либо просто 

бесконечная последовательность элементов 

многообразия М, то всегда существует такой 

элемент Е0 многообразия М, который не сов-

падает ни с каким E"" [3, с. 170–171]. И да-

лее им строится диагональный элемент по 

отношению к некоторому бесконечному спи-

ску строк Ek вида (1).  

В современном изложении эта проце-

дура описана в [7]
2
: "Предположим, что дано 

какое-то счетное множество <… десятичных 

обозначений> чисел , лежащих на проме-

жутке [0. 1]: 

1=0, a1,1, a1,2, a1,3, a1,4,…, a1,n,… 

2=0, a2,1, a2,2, a2,3, a2,4,…, a2,n,…   (2) 

n=0, an,1, an,2, an,3, an,4,…, an,n,… 

Здесь ai,k – k-я десятичная цифра <десятично-

го обозначения> числа i. Построим дробь 

=0, b1, b2, b3, b4,…, bn,… диагональной про-

цедурой Кантора, а именно за b1 примем про-

извольную цифру, не совпадающую с a1,1, за 

b2 – произвольную цифру, не совпадающую с 

a2,2 и т. д.; вообще, за bn примем произволь-

ную цифру, не совпадающую с an,n. Эта деся-

тичная дробь <> не может совпасть ни с од-

ной дробью, содержащейся в перечне (2)" [7, 

с. 32–33]. 

Легко видеть, что при построении спи-

ска (2), как и совокупности последовательно-

стей вида (1) неявно (не сформулировано в 

исходных предпосылках Кантором и др.) 

предполагалось, без учета древовидной 

структуры десятичных обозначений чисел: 

                                                                 
2 См. также Математическую энциклопедию: "Диаго-

нальный процесс – метод построения по последователь-

ности, состоящей из последовательностей 

 

последовательности a=(a1, a2, a3, ...), где ai не равно aii 

для любых i = 1, 2, 3, . . . , либо аi=аii для всех i. Диаго-

нальный процесс в первой форме в 1874 применил Г. 

Кантор..." [8, т. 2., стб. 126, ст. "Диагональный про-

цесс"]. 

Диагональная процедура также подробно описа-

на и в [4] (книга нач. 1950-х гг.), в книгах же более ран-

них, например, в работе 1928 г. [1], она, в приложении к 

логике, не встречается.  
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а) что список всюду плотен, т. е. что 

между любыми Ek1 и Ek2 из (1) невозможно 

вставить Ek3, и что между любыми i и j из 

(2) невозможно вставить ни одного k;  

б) что этот список (1) или (2) исчерпы-

вающ. 

Однако, с учетом описанных в пункте 2 

результатов, по теоремам 1 и 2 списки вида 

(1) и (2) не являются всюду плотными и ис-

черпывающими для десятичных обозначений 

чисел. Поэтому результат диагональной про-

цедуры говорит лишь о том (в соответствии 

со свойством отделимости для десятичных 

обозначений чисел [22]), что если список со-

держит пусть и счетно-бесконечную последо-

вательность ветвей дерева десятичных обо-

значений чисел, то к этой неисчерпывающей
3
 

совокупности ветвей дерева добавляема еще 

одна его ветвь, отличная от остальных. 

Таким образом, рассуждения диаго-

нальных процедур не выходят за пределы уже 

известных результатов непротиворечивой 

теории множеств с самопринадлежностью, 

см. теоремы 1, 2 из [22] и [16], [19]. Более 

значимые ограничения диагональных рассуж-

дений имеют место в нумерациях формаль-

ных теорий.  

4. Ограничения диагонального  

метода в логике 

Для метаматематических рассуждений, 

использующих Гёделеву нумерацию конечно-

го алфавита формальной теории, ограничения 

действуют именно из-за диагональной струк-

туры представлений выражений теории (и со-

ответственно диагональной структуры соот-

ветствующих им Гёделевых номеров). Пусть 

некоторая формальная теория Т имеет конеч-

ный алфавит А: ai, где i=1,m; тогда произ-

вольные выражения этой теории имею древо-

видную структуру (на первом слое – один из 

символов алфавита, на втором слое – второй, 

на третьем – третий и т. д.), см. рис. 2. Это де-

рево обладает свойствами отделимости, меж-

ду любыми двумя словами (ветвями дерева) 

вида ak1ak2ak3ak4… и ar1ar2ar3ar4… (где ki и ri – 

индексы символов в алфавите А) находится 

счетно-бесконечное количество (лексикогра-

фически) промежуточных слов, при счетном 

числе слоев дерева (счетной длине слов), по 

аналогии с теоремой 2. 

Очевидно, что из полного набора слов 

останется какое-то количество допустимых 

(корректных записей выражений теории Т), 

но и для них древовидная структура и отде-

лимость естественно сохраняются. При этом 

диагональные рассуждения, оперирующие с 

линейным всюду плотным списком слов тео-

рии Т, оперируют с ограниченным его набо-

ром (как в случае рассуждений о десятичных 

обозначениях чисел, см. п. 3), – для такого ог-

раниченного набора выражений теории Т и 

соответствующих им Гёделевых номеров 

строится диагональным методом выражение, 

                                                                 
3 Ограниченной, допускающей всюду плотное написа-

ние списка.  

ak 

am 

 

am 

 
a1 

 

a1 

 

a2 

 

am 

 

… 

a2 

 

a1 

 

Рис. 2. Дерево слов в алфавите 

ak-1 

am 

 

am 

 
a1 

 

a1 

 

a2 

 

am 

 

… 

a2 

 

a1 

 

ak+1 

am 

am 

 
a1 

a1 

 

am 

 

… 

a2 
a1 

 … 

… 

… 

слой       1              2              3 

am 

a1 

… 

a2 

дерево слов 

в алфавите 

A: 

ai, i=1,m 



В. Л. Чечулин 

 

 
72 

не всходящее в исходный набор
4
, – т. е. опре-

деляется, что кроме ограниченного набора 

выражений (ветвей в алфавите А) есть еще 

некоторое выражение (что соответствует 

свойству отделимости древовидных структур, 

теорема 2). То есть всего-навсего устанавли-

вается, что линейный список выражений тео-

рии Т не является всюду плотным, – имеет 

древовидную структуру и обладает свойством 

отделимости (между двух любых выражений 

имеется счетное число лексикографически 

промежуточных). 

Заключение 

Из ограничений диагонального метода в 

нумерациях формальных теорий вытекает 

следующее. Предикативные попытки доказа-

тельства теорем Гёделя, использующие диа-

гональные рассуждения, таким образом, мог-

ли показаться некорректными; однако корот-

кие непредикативные доказательства этих 

теорем Гёделя как замена длинным предика-

тивным достаточно давно известны [14], [16].  

Вообще непредикативные рассуждения 

в истории математики давно не являлись чем-

то необычным или запретным: "Вся матема-

тика – особенно анализ – изобилует непреди-

кативными условиями"
5
 [9, с. 218]. Использо-

вание непредикативных рассуждений позво-

ляет доказать и непротиворечивость теории 

множеств [14], [15]
6
. 

Что же касается ограничений и истории 

предикативной процедуры диагонального ме-

тода, (появившейся на своем историческом 

                                                                 
4 Построение вариантов Гёделевой нумерации весьма 

разнообразно, см. [5], [24], [25], [12], [10], [26], вплоть 

до того, что описание Гёделевой нумерации и диагона-

лизации сало общим местом учебников по логике [6], 

[11], [13]. Однако в данном случае рассуждений способ 

выполнения нумерации не важен, важно свойство дре-

вовидной структуры слов и нумераций. Ограничитель-

ные математические теоремы, полученные в истории 

сначала диагонализацией, сопоставлены с онтологиче-

скими ограничениями математики в [23]. 
5 "Еще на стадии, предшествующей формализации, со 

времени первых споров между Пуанкаре и Цермело, 

стала ясна актуальность проблемы различения сущест-

венных (порочных) и несущественных (безвредных) не-

предикативностей. Никто не подвергал серьезному со-

мнению законность такого понятия, как максимум неко-

торой функции на данном интервале, хотя его обычное 

определение как наибольшего из значений функции на 

этом интервале, конечно, непредикативно <самоссылоч-

но>" [9, с. 220–221]. 
6 Описание истории доказательств непротиворечивости 

математики см. в [18], [19]. 

этапе), то они описаны с достаточной ясно-

стью, и указывают на то, что диагональная 

процедура позволяла лишь доказать попол-

нимость упорядоченных фрагментов списков 

(с древовидной структурой), обладающих 

свойством отделимости. На своем историче-

ском этапе (до выяснения свойств древовид-

ных структур), описанные диагональные рас-

суждения вряд ли могли быть другими. 
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This work describes the history of occurrence of the diagonal method of reasoning about absolutely 

ordered sequences. The occurrence of such reasonings corresponds to the 5.3 subperiod of the sci-

entific methodology development. It is shown that diagonal reasonings proved only the impossibil-

ity of the everywhere-dense linearly ordered list of a countable set, which is illustrated by the ex-

ample of realization of the separation axiom (Hausdorff axiom) on a countable set of decimal nota-

tions. Similar restrictions of the diagonal method also take place when applying it to reasonings in 

formalized theories (when using Gödel’s numbering, etc.). 
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