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Введение 

Прежде всего стоит отметить, что при 
упрощении описания системы, когда дина-
мические звенья заменяются функцио-
нальными преобразователями, или при учете 
различного рода неидеальностей, нестацио-
нарностей и т.д., возникает недоопределен-
ность в описании системы. Это приводит к 
необходимости при исследовании устой-
чивости систем автоматического управления, 
содержащих элементы с неполной инфор-
мацией, рассматривать не одну систему, а 
совокупность систем дифференциальных 
уравнений, содержащих функциональные 
параметры, которые могут произвольно изме-
няться в заданных пределах. Для описания 
таких систем используют дифференциальные 
включения [1]. 
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Ряд интересных случаев, например 
таких, как проблема абсолютной устой-
чивости управляемых систем или иссле-
дование линейных нестационарных моделей 

,)( xtAx   
где матрица A(t) удовлетворяет поэлементно 
неравенству  

,)(   tA  
описывается линейными дифференциаль-
ными включениями. Этим и объясняется 
интерес к задаче устойчивости линейных 
параметрически возмущенных систем. 

В работе рассматривается вопрос об 
устойчивости нулевого решения селекторно-
линейного дифференциального включения 

 ,)(
1

N

k k xAconvxRx


  

где kA  – Гурвицевы матрицы размерности 
nn . 

А.Ф. Филиппов [2] показал, что если 
решение 0x  этого дифференциального 
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включения асимптотически устойчиво, то оно 
является экспоненциально устойчивым. А.М. 
Мейлахс [3], в свою очередь, доказал, что 
асимптотическая устойчивость рассматривае-
мого включения влечет за собой сущест-
вование функции )(xv , которая будет 
являться функцией Ляпунова, и определил 
аналитический вид этой функции. Опираясь 
на результаты А.М. Мейлахса [3], А.П. 
Молчанов и Е.С. Пятницкий [4] установили, 
что для асимптотической устойчивости 
положения равновесия 0x  дифферен-
циального включения необходимо и 
достаточно, чтобы нашлось такое натураль-
ное число m , число 0  и симметричные 
матрицы mLL ,,1  , что функция вида 

xLxxv i
T

m

i 1
max)(


  

при всех x  удовлетворяла соотношению 

,)(max 2

)(
x

y
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где через 
y
xv


 )(

 обозначена производная 

функции )(xv  по направлению y . 
При исследовании вопроса устой-

чивости селекторно-линейного дифференци-
ального включения мы будем опираться на 
эти результаты. 
 

1. Предварительные замечания 
При исследовании устойчивости систем 

автоматического управления, содержащих эле-
менты с неполной информацией, приходится 
рассматривать не одну систему, а совокупность 
систем дифференциальных уравнений, содер-
жащих функциональные параметры, которые 
могут произвольно изменяться в заданных 
пределах. Подобная ситуация возникает в 
известной проблеме абсолютной устойчивости 
управляемых систем, при исследовании линей-
ных нестационарных моделей  

,)( xtAx   
где матрица A(t) удовлетворяет поэлементно 
неравенству  

,)(   tA  
и т. д. 

Для описания систем, содержащих 
элементы с неполной информацией [5–33], 
используют дифференциальные включения  

 ),(xRx  (1) 
где n -мерный вектор x  характеризует 
отклонение системы от режима, предпи-
санного целью управления, а через )(xR  
обозначено множество допустимых скорос-
тей. Для указанных выше задач множество 

)(xR  при каждом x  представляет собой 
многогранник вида  
 

.)(
1














N

k
k xAconvxR  (2) 

Дифференциальные включения (1), где )(xR  
имеет вид (2), будем называть селекторно-
линейными, поскольку многозначное отобра-
жение )(xR  в (2) представляет собой объеди-
нение линейных однозначных отображений 
(селекторов). 

Под решением включения (1), как 
обычно принято, будем понимать абсолютно 
непрерывную функцию )(tx , удовлетворя-
ющую соотношению  

)),(( txRx  
почти всюду на рассматриваемом интервале. 

Задача состоит в исследовании асимп-
тотической устойчивости нулевого решения 

0)( tx  включения (1). 
Решение 0x  включения (1) назовем 

устойчивым, если для каждого 0  
существует такое 0 , что для любого 0x , 

для которого ,0 x  каждое решение )(~ tx  с 

начальным условием 00 )(~ xtx   существует 
при 0tt   и удовлетворяет неравенству  

.)(~ tx  
В определении асимптотической устой-
чивости помимо устойчивости дополнительно 
требуется, чтобы 0~ x  при t . 

В дальнейшем будем предполагать, что 
все матрицы kA  в выражении (2) являются 
Гурвицевыми, поскольку очевидно, что это 
условие необходимо для асимптотической 
устойчивости нулевого решения (1).  

2. Условия устойчивости 
Прежде чем приступать к исследованию 

устойчивости нулевого решения автономного 
селекторно-линейного дифференциального 
включения (1), докажем вспомогательное 
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утверждение, в формулировке которого через  
)(xZ обозначена матрица размерности nN  , 

k -я строка которой определяется равенством  
.,,2,1,)()( NkxAxz T

kk   
Лемма. Если для любого 

}1:{  xxSx  существует n -мерный 
вектор Sxy )(  такой, что  

,0)(,0)()(  xyxxyxZ   

то существуют 0  и положительно 
определенная однородная функция )(xv  
такие, что  

,)( 2xxv
dt
d   

где производная берется в силу любой из 
систем  

.,,2,1, NkxAx k    

Доказательство. Выберем произволь-
ную точку Sx 0  и построим множество  

}.,0,0)(:{)( 000 SyyxyxZyxM   
В множестве )( 0xM  выберем неко-

торую точку 0y . Поскольку )( 0xM , очевид-
но, открыто, то этому множеству точка 0y  
принадлежит вместе с некоторой своей 
окрестностью. 

Воспользовавшись тем, что любые точ-
ки Sx  и Sy можно представить в виде  

,, 00 yyyxxx   
получим систему равенств  
 ,)()()()( 000 yxZyxZyxZyxZ 

.000 yxyxyxyx   
(3) 

По построению  
,0,0)( 0000  yxyxZ  

откуда, в силу (3) и того факта, что 0y  
является внутренней точкой множества 

)( 0xM , следует существование постоянных 
0  и 0  таких, что для любого 

)( 0xx  ,  

},,:{)( 00 Sxxxxx    

и для любого ),( 0xy    

},,:{)( 00 Syxyyx    
будет          .0,0)(  yxyxZ  

Это означает, что множество 
)( 0y принадлежит каждому из множеств 
)(xM  при )( 0xx  , т.е.  


)(

0
0

).()(
xx

xMy


  

Повторяя аналогичные рассуждения, 
каждой точке Sx  можно поставить в 
соответствие некоторую окрестность 

Sx  )( . Ясно, что совокупность окрест-
ностей )(x , Sx , образует открытое 
покрытие множества S , из которого, в силу 
компактности сферы, можно извлечь конеч-
ное подпокрытие  

).(,),( 1 mxx    
Без нарушения общности можно считать, что 
выбранное подпокрытие минимально, т.е. из 
него уже нельзя выбросить ни одного из 
множеств .,,2,1),( mjx j   

Ясно, что множества )( jx  могут 
попарно пересекаться. Поэтому выберем из 
каждого )( jx  некоторое открытое подмно-

жество )( jx  таким образом, чтобы при 

21 jj    
 )()(

21 jj xx  
и чтобы замкнутые множества 

.,,2,1),( mjx j   образовывали покры-
тие множества S . 

Отметим, что описанная выше 
процедура построения множества )(x  каж-
дому множеству )( jx  ставит в соответствие 

некоторое множество .,,2,1),( mjy j   

Зададим на )( jx  произвольную 
непрерывную вектор-функцию  

.,,2,1),()(:)( mjyxxp jjj   

Несомненно, окрестности )( jx  и 

)( jy  можно всегда выбрать такими, что 
найдется набор положительных чисел 

,,,1 m   для которых при любом )( jxx   
будет  

,,,2,1,)()( mjxpxZ jj    
где  

.min
},,1{ jmj
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На границы множеств )( jx  функции jp  
продолжим по непрерывности. 

Таким образом, на сфере S  мы 
построили вектор-функцию )(xp . Если 

Sx , то положим  

.)( 











x
xpxxp  

Поскольку выбор функций jp  был 
произвольным, то можно потребовать, чтобы 
эти функции удовлетворяли условиям  

,,,1),(,0d j mjxx jj    

где dxp jj   – дифференциальная 1-форма, 

а jd  – ее внешняя производная. 
Согласно теореме Фробениуса, постро-

енная выше вектор-функция )(xp  определяет 

в пространстве nR  вполне интегрируемое 
поле гиперплоскостей и, следовательно, 
существует функция )(xv , для которой 
вектор-функция )(xp  является градиентом. 

Условие 0)(  xpx  при 0x  
означает, что однородная функция )(xv  явля-
ется положительно определенной, а условие 

)()( xpxZ  при Sx , в силу выбора 
функции )(xp  и линейности по x  коэф-
фициентов матрицы )(xZ , влечет за собой 
выполнение соотношения  

,)( 2xxv
dt
d   

где производная берется в силу любой из 
систем  

.,,1, NkxAx k    

3. Устойчивость решения СЛДВ 
 
Перейдем теперь к исследованию 

вопроса об асимптотической устойчивости 
тривиального решения 0x  автономного 
селекторно-линейного дифференциального 
включения (1).  

Теорема. Для того чтобы нулевое 
решение 0x  селекторно-линейного диффе-
ренциального включения (1) было асимп-
тотически устойчивым, необходимо и доста-
точно, чтобы для любого Sx  существовал 
n -мерный вектор Sxy )(  такой, что 

 .0)(,0)()(  xyxxyxZ  (4) 

Доказательство 
Необходимость. Пусть решение 0x  

СЛДВ вида (1) асимптотически устойчиво. 
Тогда, как следует из работ А.М. Мейлахса, 
А.П. Молчанова и Е.С. Пятницкого, сущест-
вуют натуральное число m , положительное 
  и симметричные nn  матрицы 

miLi ,,2,1,  , такие, что функция  

xLxxv i
T

mi },,2,1{
max)(


  

является положительно определенной 
квадратичной формой и имеет производную в 
силу включения (1) )(xw , удовлетворяющую 
оценке  
 .)( 2xxw   (5) 

Очевидно, что если оценка (5) 
справедлива для производной функции )(xv , 
взятой в силу дифференциального включения 
(1), то она будет справедлива и для 
производной функции )(xv , взятой в силу 
любой из систем  

.,,2,1, NkxAx k    

Отсюда и из того факта, что )(xv  есть 
квадратичная форма, заключаем, что имеют 
место неравенства (4). 

Достаточность. Если имеют место 
неравенства (4), то из леммы следует 
существование положительно определенной 
функции )(xv  и 0  таких, что произ-
водная функции )(xv  в силу любой из систем  

,,2,1, NkxAx k    

не превышает величины 
2x . Но тогда, 

очевидно, и  
.)( 2xxw   

откуда заключаем, что нулевое решение 
СЛДВ (1) асимптотически устойчиво.   
 

Заключение  
В данной работе рассмотрен вопрос об 

устойчивости параметрически возмущенных 
линейных систем. Мы показали, что вопрос 
об устойчивости нулевого решения селектор-
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но-линейного дифференциального включения 
сводится к вопросу о разрешимости системы 
алгебраических неравенств, коэффициенты 
которых однозначно определяются коэффици-
ентами исходного дифференциального вклю-
чения. 
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