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Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние  

,      (1) 
с начальными условиями 

    ., 00 btxctx                   (2) 

Модель таких уравнений рассматрива-
лась в работе Jack Wacki [1], она описывает 
реакции, происходящие в атомных реакторах. 

Предполагается, что известны оценки 
для точного решения  и производной  

, 

 
Функции  непрерывно 

– дифференцируемые в области  D : 

 
 

 
где 1  – наперед заданные оценки погрешности 
построения приближенного решения.  

Предполагаем, что в области  D  имеют 
место оценки: 
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Приближенное решение  txN  уравне-
ния (1) с условиями (2) будем строить на от-
резке  Tt ,0 , разбив его на N частей точками 

kt , 1,...,3,2,1,0  Nk , где 
.... 110 Tttt N    

Приближенное решение на каждом 
промежутке  1, kk tt  находим в виде 

 txN  

 
Коэффициенты 0b  и 0с  находим из на-

чальных условий: cc 0 , bb 0 ; коэффици-
енты kc  и kb  находим из условия непрерыв-
ности  в точках ktt  , получим 
формулы: 

, 
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 , 
 . 

Коэффициенты ka  находим из условия 
осциллируемости невязки 

 
т.е. из условия 

              (3) 
 1,...,2,1,0  Nk . 

(Метод осциллирующих функций, см.[2]). 
Введем обозначения 

 

 
, 

 
Из условия (3), применяя первую теоре-

му о среднем интегральном исчислении, по-
лучим 

kkk tt  1 ,  1,...,2,1,0  Nk  

Постоянные  1,...,2,1,0  Nkak  мо-
гут быть определены, если 

 
что можно получить путем разбивки основно-
го промежутка  Tt ,0  на частичные. 

Если получим несколько значений ka , 
возьмем наименьшее по абсолютному значе-
нию [2]. 

Для ka  имеет оценку в ранее введенных 
обозначениях 

 

где  

подбирается так, чтобы 
. 

Приближенное решение  txN  удовле-
творяет уравнению  

   (4) 

c начальными условиями 
               (5) 

Обозначив u  и учиты-
вая (1), (2), (4), (5) для погрешности получим 
уравнение 

 
 

с начальными условиями . 

Применяя теорему Лагранжа дифферен-
циального исчисления для функции  и 
g(x) получим 

 u`+(    (6) 
с условиями  

                 (7) 
Проинтегрировав это уравнение от 0t  до 

t  дважды, вычислив двойные интегралы по 
частям и применив лемму Беллмана: 

если , где 

, то 

 (см. [3]) окончательно по-
лучим оценку для . В оценку  

входит  который оценива-

ется следующим образом  

 

 
Так как  то существу-

ет такая точка , в которой 
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 оценивается из уравнения (4) 

после построения приближенного решения. 
Оценки погрешности будут a` pesteriori. 

Окончательная оценка для  имеет 

вид:  
  


tu

Ttt0

max  

 
при условии, что 

     (8) 

где 

. 

Разбивку подбираем так, чтобы h  удов-
летворяло условию (8). 

Оценку погрешности можно получить и 
"пошаговую", если вначале оценить 
   100 ,ttttu  , затем    211 ,ttttu   и т.д. 

оценка погрешности для  1,  kk ttt  будет 

выражаться через оценку на промежутке 
 kk tt ,1 . 

Построив приближенное решение и оце-
нив разность      txtxtu n  можем полу-

чить область расположения точного решения 

        txtxtx nn , 
где   – погрешность. 

Замечание об априорной оценке 
погрешности 

Если уравнение имеет вид 
 с начальными ус-

ловиями , где  tpi  – не-

прерывно-дифференцируемые функции, 
 то в этом случае 

решения  будут огра-
ничены (см. [2], с. 10) так: 

, , 

где        , 

. 
Для этого уравнения на каждом частич-

ном промежутке будем иметь относительно 
ka  уравнения порядка 12 n , причем коэф-

фициент при 12 n
ka  будет h  в степени 24 n  

и при условии ограниченности ka  можно бу-
дет члены с h  в степени 2  сбросить и по-
лучится уравнение 2-й степени  относительно 

ka  (за ka  берем наименьший по абсолютному 

значению). 
Все задачи методом осциллирующих 

функций хорошо решаются с использованием 
вычислительного пакета Mathematica.  

Пример 

Уравнение 
 

с начальными условиями 
 

Решено методом осциллирующих функ-
ций, погрешность   .016,0tu . 
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The article presents plotting of an approximate solution to one of the classes of nonlinear second 
order equations with initial conditions using the method of oscillating functions. 
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The article gives the plotting of the approximate solution to one of the classes of second-order 
nonlinear equations with initial conditions using the method of oscillating functions. 
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