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Аналитически представлено точное решение уравнений Навье–Стокса, описывающее тече-
ние жидкости во вращающемся горизонтальном слое с твердой и теплоизолированной ниж-
ней и свободной верхней границей. На верхней границе задано постоянное тангенциальное 
напряжение внешней силы и имеется теплоотдача по закону Ньютона. Температура среды 
над поверхностью слоя является линейной функцией горизонтальных координат. Решение 
находится из краевой задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений для скорости 
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Введение 
В плоском горизонтальном вращаю-

щемся слое изотермической жидкости под 
действием трения на нижней твердой границе 
и заданной постоянной скорости движения на 
свободной верхней границе возникает течение 
Экмана [1, 2], имеющее важное геофизическое 
приложение. Исходя из баланса сил, обуслов-
ленных турбулентным трением между гори-
зонтальными слоями воды и кориолисовым 
ускорением, Экман свел проблему к краевой 
задаче для обыкновенного дифференциально-
го уравнения для скорости и нашел в [1] ана-
литическое решением для верхнего слоя океа-
на, которое получило позднее название экма-
новского слоя трения. Течение имеет харак-
терную спиралевидную форму – "спираль 
Экмана".  

В современных моделях, описывающих 
океаническую циркуляцию, на верхней гра-
                                                             
© Шварц К. Г., 2016 

нице слоя для скорости рассматривается, как 
правило, другое граничное условие: задается 
величина тангенциальных напряжений внеш-
ней силы (ветра). При этом поперек слоя так-
же формируется крупномасштабное погра-
ничное течение экмановского типа [3–5]. 
Кроме того, подобные течения, описанные 
аналитически в бесконечном горизонтальном 
слое вращающейся жидкости со свободной 
верхней границей, используются для исследо-
вания нелинейных эффектов экмановского 
слоя [6] и для получения моделей двумерного 
вихревого движения жидкости в рамках тео-
рии мелкой воды [7–10].  

В монографии [11] представлено семей-
ство точных решений уравнений Навье–
Стокса, описывающих адвективные течения, 
возникающие во вращающемся бесконечном 
горизонтальном слое жидкости под действием 
линейного распределения температуры на его 
границах. В частности было описано течение, 
возникающее в слое с твердой нижней и сво-
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бодной верхней границей [12, 13], которое 
тоже имеет характерную спиралевидную 
форму. 

В данной работе описывается комбини-
рованное крупномасштабное течение, возни-
кающее во вращающемся горизонтальном 
слое жидкости, нижняя граница которого 
твердая и теплоизолированная, а верхняя – 
свободная. На ней задается постоянное тан-
генциальное напряжение внешней силы и за-
дано линейное распределение температуры.  

 
1. Математическая модель 

Рассмотрим бесконечный горизонталь-
ный слой несжимаемой жидкости с твердыми 
границами hz  , который вращается с по-
стоянной угловой скоростью 0 . Ось враще-
ния сонаправлена с вертикальной осью коор-
динат Oz . Нижняя граница ( hz  ) твердая 
и теплоизолированная: 

0v , 0



z
T

,                    (1.1) 

где    zyx vvvzyxtv ,,,,, 


 – вектор скорости, 

 zyxtT ,,,  – температура жидкости. На сво-
бодной верхней границе ( hz  ) задано по-
стоянное тангенциальное напряжение некото-
рой внешней силы, условие "жесткой крыш-
ки" для вертикальной компоненты скорости 
[14, 15], а поток тепла линейно меняется с го-
ризонтальной координатой x : 
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(1.2) 
( constA  ), 

где  yx  ,


 – вектор тангенциальных на-

пряжений, 0  – средняя плотность жидкости, 
  – вязкость, A  – эмпирический коэффици-
ент теплообмена [17], Ax  – температура 
внешней среды над верхней границей слоя.  

Задано условие замкнутости потока: 

0


dzv
h

h
x , 0



dzv
h

h
y .             (1.3) 

Исследование течений будем проводить на 
основе уравнений конвекции в приближении 
Буссинеска во вращающейся системе отсчета 
с использованием декартовых координат [16]. 
Отношение конвективной силы, возникающей 

за счет неоднородности плотности в центро-
бежном поле, к конвективной силе в поле тя-
жести определяется числом Фруда Fr  [16]. 
Рассмотрим случай, когда 12

0  glFr , 
здесь l  – характерный горизонтальный мас-
штаб, g  – ускорение силы тяжести. В этом 
случае влияние поля тяжести существенно и 
можно пренебречь влиянием центробежной 
силы.  

Выбрав в качестве единиц измерения 
длины zyx ,, , времени t , скорости zyx vvv ,, . 
температуры T  и давления P  соответственно 
h , 2h , h , Ah  и 22

0 h  (где 
22

0 yx   ), получим уравнения в без-

размерном виде: 
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Здесь  22
02 hTa   – число Тейло-

ра, 2
0

2
0  hR   – число Рейнольдса, 

2

4


AhgGr   – число Грасгофа, Pr  – 

число Прандтля,   – коэффициент теплового 
расширения [14],   – коэффициент темпера-
туропроводности, оператор Лапласа: 

222222 zyx  . 
Граничные условия для безразмерной 

скорости и температуры примут следующий 
вид:  
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при       1z  cosR
z
vx 



, sinR
z
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
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при 1z    0 zyx vvv , 0



z
T ,       

(1.10) 

где    
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Угол   определяет направление вектора 
тангенциальных напряжений в заданной 
системе координат, hBi A  – число Био.  
 

2. Точное решение 

Учитывая граничные условия (1.9)–
(1.10) и условие несжимаемости жидкости 
(1.7), точное решение системы (1.4)–(1.8) бу-
дем искать в следующем виде: 

 zuvx 0 ,  zvv y 0 , 0zv ,  

 zxT 0 ,  zyxpP ,,0 .        (2.1) 
Заметим, что  z0  – это температура жидко-
сти при 0x . 

Подставив формулы (2.1) в систему 
(1.4)–(1.8), получим систему уравнений для 
скорости, температуры и давления: 
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                        (2.4) 

. Pr ''
00 u                                    (2.5) 

Граничные условия для скорости и тем-
пературы примут вид 

  010 u ,   010 v ,   010  ,    (2.6) 
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  0
1

1
0 


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Продифференцируем (2.4) по x, а (2.2) 
по z, затем, аналогично, продифференцируем 
(2.4) по y, а (2.3) по z. Введем комплексную 

функцию скорости      zivzuzM 00  , 

1i , обозначим  iTa
 1

4
4 . Изба-

вившись от давления, складывая продиффе-
ренцированные (2.2) и (2.3), получим уравне-
ние для скорости:  

    GrzMzM  2 ,           (2.9) 

с краевыми условиями 
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Общее решение уравнения (2.9) имеет вид  
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Учитывая остальные граничные усло-
вия (2.10), имеем 
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Отметим, что в (2.11) первое слагаемое 
описывает влияние адвекции, а второе сла-
гаемое – воздействие тангенциальных напря-
жений на профиль скорости течения жидко-
сти. 

Проинтегрировав (2.9), мы получим, 
что              3

2 CzGrzMzM   .        
(2.13) 
С другой стороны, умножим уравнение (2.3) 
на мнимую единицу и сложим с уравнением 
(2.2), получим 
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Сравнив (2.13) с (2.14), имеем  
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Для нахождения  z0 , учитывая (2.3), 
преобразуем уравнение (2.5) к виду  
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Отсюда 
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3. Исследование течения 

Решение (2.12), (2.15) исходной задачи 
зависит от нескольких параметров. 
3.1. Случай отсутствия вращения 

При 0Ta  математическое описание 
скорости и температуры упрощается:  
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В изотермическом случае ( 0Gr ) (рис. 
1,а) скорость имеет параболический профиль. 
Минимальное значение скорость принимает 
при 31z , максимальное – при 1z , ско-
рость меняет направление при 31z . Темпе-
ратура  z0  положительна.  

В случае отсутствия тангенциальных 
напряжений на верхней границе ( 0R ) про-
филь скорости имеет кубический профиль 
(рис. 1,б), жидкость движется в противопо-
ложном направлении по сравнению с изотер-
мическим случаем, температура  z0  отри-
цательна.  

Расчеты, сделанные при 0 , показа-
ли, что с ростом числа Грасгофа профиль 
скорости течения меняется. При 01,1RGr  в 
верхней части слоя жидкость движется впра-
во, а в нижней части - влево (рис.2). При 

01,1RGr  в слое формируются три струи, а 
при 3RGr  их снова две. Температура раз-
ных знаков становится при 35RGr  и ста-
новится отрицательной при 3RGr .  
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Рис. 1. Профили скорости  zu0  – 1 и темпе-
ратуры  z0  – 2 в изотермическом случае 
при 1R , 0 , 0Gr  (а), при отсутствии 
тангенциальных напряжений при 0R , 

1Gr  (б)  
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Рис. 2. Профили  zu0 (а) и  z0  (б) – 1 при 
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1RGr , – 2 при 5,1RGr , – 3 при 3RGr  
для– 2 при 0 , 6,7Pr    

 
3.2. Случай наличия вращения 

В изотермическом случае ( 0Gr ) тече-
ние, возникающее во вращающемся слое, бу-
дет меняться в зависимости от числа Тейлора 
и направления вектора   на свободной по-
верхности. При всех значениях Ta профили 
скорости )(0 zu  и )(0 zv  описывают спирале-
видное движение, что иллюстрирует годограф 
вектора скорости на рис. 3, 4.  
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Рис. 3. Зависимость компонент скорости 
 zu0  (а) и  zv0  (б) для 0  и 0Gr  при 1 

– 10Ta , 2  – 310Ta , 3 – 610Ta  
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Рис. 4. Годограф вектора скорости в изо-
термическом случае при 610Ta  и 0  

Итак, скорость принимает максималь-
ные значения вблизи верхней границы или 
непосредственно на ней. С ростом числа Тей-
лора влияние тангенциальных напряжений на 
скорость течения падает, максимум скорости 
уменьшается, движение локализуется вблизи 
свободной границы (рис. 3). Вторая компо-
нента скорости при 350  Ta  монотонно 
возрастает по модулю, а затем начинает убы-
вать. 

Представляет интерес зависимость угла 
  от числа Тейлора Ta, когда х-я компонента 
скорости на верхней границе при 1z  при-
нимает максимальное по модулю значение, а 
вторая компонента скорости там же равна ну-

лю. Эта зависимость определяется из (2.11) по 
формуле )1(Re)1(Im 11 fftg  . С ростом 
числа Тейлора угол растет от нуля градусов 
при Ta=0, а при 1Ta  угол стремится к 

o45 .  
Для неизотермического случая при 

0R  скорость чисто адвективного течения 
также принимает максимальные значения 
вблизи верхней границы. Вторая компонента 
скорости при 240  Ta  монотонно возрас-
тает по модулю, а затем начинает убывать. 
Отметим, что движение спиральное (рис. 5, 
6), но направление спирали противополож-
ное.  
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Рис. 5. Зависимость компонент скоро-
сти  zu0  (а) и  zv0  (б) для 0  и 0R  

при 1 – 10Ta , 2  – 310Ta ,3 – 610Ta  
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Рис. 6. Годограф вектора скорости чисто 
адвективного течения при 310Ta  и 

0  

В общем случае течение является ком-
бинацией ветрового и адвективного течения и 
является спиральным.  

Заключение 
Таким образом, адвекция формирует 

спиральное движение, накладывающееся на 
спиральное течение, возникающее под воздей-
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ствием ветрового напряжения на верхней сво-
бодной границе. 
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The paper provides analytical presentation of an exact solution of the Navier–Stokes equations 
describing fluid flow in a rotating horizontal layer with a rigid and thermally insulated bottom 
boundary and a free upper boundary. At the upper boundary a constant tangential stress of the ex-
ternal force is set and heat transfer according to Newton's law occurs. The temperature of the me-
dium above the surface layer is a linear function of horizontal coordinates. The solution is found 
from the boundary-value problem for ordinary differential equations for velocity and temperature. 
The type of solution is investigated depending on the Taylor, Grashof, Reynolds and Biot num-
bers. 

Keywords:  horizontal convection, exact solution, non-isothermal flow. 


