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Введение 

Известно, что первые серьезные иссле-
дования, связанные с учетом влияния после-
действия на динамику систем различных 
классов, начались еще в середине двадцатого 
столетия. Но только в последние десятилетия 
такие исследования стали интенсивно разви-
ваться. Необходимость их диктуется потреб-
ностями теории и практики: сначала это были 
задачи управления, а затем биологии, меха-
ники, физики, химии, медицины, экономики, 
атомной энергии, теории информации и т.д. 

Математическими моделями соответст-
вующих процессов служат функционально-
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дифференциальные уравнения (ФДУ) и, в ча-
стности, дифференциальные уравнения с от-
клоняющимися аргументами [1–8], вклю-
чающие уравнения с запаздыванием и ней-
трального типа, интегро-дифференциальные 
уравнения (ИДУ) и др. Такие уравнения при-
меняются для описания процессов автомати-
ческого регулирования и управления техниче-
скими системами, химико-технологических и 
других производственных процессов; генера-
ции сигналов в радиосхемах и лазерах, горе-
ния в жидкостно-реактивных двигателях, за-
медления нейтронов и т.д. 

В процессе развития методов анализа 
детерминированных систем с последействием 
возник интерес к стохастическим ФДУ раз-
ных типов [9–12], с помощью которых могут 
исследоваться новые эффекты (например, 
разрушение или формирование колебатель-
ных движений). Но анализ таких систем за-
труднен. Это привело к тому, что до послед-
него времени многие попытки анализа сто-
хастических ФДУ ограничиваются качествен-
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ными исследованиями поиска условий суще-
ствования решения и устойчивости. 

Среди стохастических ФДУ можно вы-
делить класс линейных и нелинейных СДУ с 
конечными сосредоточенными и распределен-
ными запаздываниями (СИДУсЗ). Детерми-
нированные аналоги таких уравнений могут 
принимать форму как обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, так и дифференци-
альных уравнений в частных производных 
[13], а также использоваться при моделирова-
нии наследственных систем и явлений, таких 
как рост населения, загрязнение окружающей 
среды, поведение финансовых рынков и вяз-
коупругих материалов [14, 15]; различных 
процессов в нейронных сетях, электрических 
цепях, химических реакторах [16]; регулиро-
вания соотношения глюкоза–инсулин при 
диабете [17] и др. 

Основными задачами детерминирован-
ного анализа подобных систем являются по-
иск критериев существования решений соот-
ветствующих уравнений и оценка устойчиво-
сти как этих решений, так и схем их числен-
ного интегрирования. Отметим, что аналити-
ческие решения таких проблем, как правило, 
отсутствуют, а для получения приближенных 
решений используются численные и прибли-
женно-аналитические методы. При этом ос-
новными методами в этой области являются 
конечно-разностные процедуры, различные 
варианты методов Рунге–Кутты, трапеций, 
коллокаций [13, 18] и др.  

Многие реальные объекты подвержены 
случайным возмущениям в течение длитель-
ных промежутков времени. Например, погод-
ные условия могут негативно влиять на опоры 
мостов, что ведет к изменению целостности 
конструкций [19]. Исследование таких про-
цессов, например для оценки стабильности 
стохастических систем и получения их чис-
ленных решений, является естественным про-
должением изучения детерминированных яв-
лений. В частности, в работе [20] рассматри-
вается устойчивость СИДУсЗ, в [21] исследо-
вана сходимость и среднеквадратичная устой-
чивость обратного метода Эйлера с расщепле-
нием для этих уравнений, в [22] обсуждается 
среднеквадратичная экспоненциальная устой-
чивость -методов стохастических нелиней-
ных СИДУсЗ, в работе [23] обсуждают схо-

димость и устойчивость полунеявного метода 
Эйлера для тех же уравнений. 

Наряду со значительным спектром про-
цедур решения СДУ с различными типами 
запаздываний [24, 25 и др.], алгоритмы чис-
ленного или приближенного аналитического 
интегрирования стохастических систем рас-
сматриваемой структуры развиты недостаточ-
но. Среди известных отметим метoды 
уcреднения [26], Тейлора в сочетании с дис-
кретизацией по времени [27], последователь-
ных приближений (Z-алгоритм) [28], Эйлера 
[29], расширения пространства состояний и 
преобразования к СДУ [30, 31], -метод [32], 
сбалансированные неявные методы [33, 34] и 
др.  

Известно [34], что большинство числен-
ных методов для СИДУсЗ являются явными 
или полунеявными, которые неявны только по 
отношению к коэффициентам сноса. Эти по-
следние методы хорошо приспособлены для 
анализа жестких систем, возмущаемых шума-
ми с малой интенсивностью или аддитивны-
ми шумами. В случае же систем с большими 
мультипликативными шумами применение 
полностью неявных методов является неиз-
бежным.  

В ряде наших предыдущих работ была 
предложена схема, сочетающая классический 
метод шагов и расширение пространства со-
стояния (МШРПС), в приложении к исследо-
ванию стохастических систем с постоянным 
запаздыванием [35–37].  

Ниже рассматривается методика иссле-
дования линейных стохастических динамиче-
ских систем со специальными формами за-
паздываний – с конечными сосредоточенны-
ми и переменными распределенными, осно-
ванная на модификации указанной схемы. 

2. Постановка задачи 
Рассмотрим систему линейных стохас-

тических дифференциальных уравнений Ито с 
конечными сосредоточенными  > 0 и распре-
деленными запаздываниями следующего ви-
да: 

0

1 0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ]

( ) ( ), ,

t

t

d t P t t R t t

Q t d t dt

H t d t t t t



 



   

  

   



X X X

X c

W

     (1) 



И. Е. Полосков 

 
 

100

где X  n – вектор состояния; W  m – век-
тор независимых случайных стандартных ви-
неровских процессов:  
E[W(t)] = 0, E[dW(t1) dWT(t2)] = I dt (t2–t1);  

T и E[] – символы транспонирования матри-
цы и математического ожидания соответст-
венно, I – единичная матрица. 

С понятием решения, а также с усло-
виями его существования и единственности 
можно ознакомиться в работе [38]. 

Будем считать, что на интервале (t0, t1] 
вектор состояния X(t) удовлетворяет системе 
СДУ Ито без запаздывания: 
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причем в уравнениях (1) и (2) P(t), R(t), Q(t), 
H(t), P0(t), Q0(t), H0(t) и c(t), c0(t) – известные 
непрерывные матричные и векторные функ-
ции. Кроме того, предположим, что известны 
все необходимые числовые характеристики 
случайного вектора X0. В частности, пусть в 
начальный момент времени t0 для вектора X(t) 
заданы вектор математических ожиданий m0 
= E[X0] и ковариационная матрица  

C 0= E[{X0 – m0} {X0 – m0}T]. 

Задачей исследования является постро-
ение систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ) без запаздывания для 
компонентов вектора средних m(t) = E[X(t)] и 
ковариационной матрицы 

C(t) = E[{X(t) – m(t)} {X(t) – m(t)}T] 

вектора состояния X(t) при любом t > t0. 
Заметим, что входящие в уравнения (1) 

и (2) шумы – аддитивные, а следовательно, 
СДУ Ито и Стратоновича имеют одну и ту же 
форму. 

 
3. Метод исследования 

Как и в предыдущих наших работах, 
для того чтобы получить СДУ без запаздыва-
ния, применим сочетание метода расширения 
пространства состояний и метода шагов. 

Но прежде, чем это сделать, для ком-
пактности изложения перепишем уравнения 

(1) и (2) в менее строгой, но более удобной 
следующей форме: 
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где V  m – вектор независимых стандарт-
ных белых шумов:  

E[V(t)] = 0, E[V(t1) VT(t2)] = I (t2–t1). 

Рассмотрим равномерную временную 
сетку tq = t0 + q , q = 0, 1, 2, ..., N, ... и введем 
новую временнýю переменную s, изменяю-
щуюся на промежутке [0,], а также следую-
щие обозначения: 

sq = s + tq,             q = (tq, tq+1], 

Xq(s) = X(sq),        Xq(0) = Xq-1() a.s., 

Vq(s) = V(sq),      Vq(0) = Vq-1() a.s., 

0
( ) ( )

s
q qs d  U X ,                   (5) 

Yq(s) ≡ Yq = Uq-1() a.s.,    q  1, Y0 = X0, 

col(d1, d2, ..., dL-1, dL) = {d11, d12, ..., d1n, ...,  
      dL-1,1, dL-1,2, …, dL-1,n, dL1, dL2, …, dLn,}T 

(a.s. – почти наверное). 

Покажем, как можно представить инте-
гральный член в уравнениях (3) для tk < t  
tk+1, если воспользоваться обозначениями (5): 
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Рассмотрим последовательность полу-
интервалов (сегментов) q. 

На сегменте 0 систему СДУ для векто-
ра Z0

+(s) ≡ Z0(s) = col( Y0(s), X0(s), U0(s) ) пред-
ставим в виде 
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Определенный на полуинтервалах 0 и 
1 вектор Z1

+(s) = col( Z0
+(s), Z1(s) ), где Z1(s) = 

col( Y1(s), X1(s), U1(s) ), будет удовлетворять 
системе СДУ (6), к которой добавлены урав-
нения следующего вида: 
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Обозначая через ZN(s) вектор col( YN(s), 
XN(s), UN(s) ) и продолжая подобным образом 
и далее, находим, что векторный случайный 
процесс ZN

+(s) = col( ZN-1
+(s), ZN(s) ), представ-

ляющий поведение вектора состояния X(t) на 
сегментах 0, 1, ..., N, будет решением сис-
темы СДУ, полученной добавлением к урав-
нениям для векторного процесса ZN-1

+(s) урав-
нений следующего вида: 
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…   …   …   …   …   …   … 

 

Итак, получена цепочка систем линей-
ных СДУ для расширенных векторов состоя-

ния Z0
+(s), Z1

+(s), ..., ZN
+(s), ... увеличиваю-

щейся размерности и подобной структуры без 
запаздывания, для дальнейшего исследования 
которой можно применить стандартные для 
данного класса уравнений методы [39]. 

4. Уравнения для моментных 
функций 

В частности, построенную последова-
тельность систем линейных СДУ без запазды-
вания можно использовать для получения но-
вой цепочки уравнений – ОДУ для первых 
моментов (математических ожиданий и кова-
риационных матриц) векторов Z0

+(s), Z1
+(s), 

..., ZN
+(s), ... Несложно увидеть, что для любо-

го Zk
+(s), k = 1, 2, ..., N, ... структуры соответ-

ствующих систем ОДУ будут иметь вид: 
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Также несложно увидеть, что матрицы 
Pk

+(s), Hk
+(s) и вектор ck

+(s) имеют блочную 
структуру, которая формируется следующим 
образом: 
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Теперь определим вид начальных усло-
вий для неизвестных функций в построенных 
ОДУ: 
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В связи с тем, что векторная функция 
mZk(s) и матричная функция CZkZk(s) являются 
блоками mZk

+(s) и CZkZk
+(s) соответственно, 

достаточно вычислить только последние, а за-
тем выбрать их необходимые элементы. 

Заключение 
 
В работе представлена схема исследо-

вания линейных стохастических систем с ог-
раниченными переменными распределенными 
и постоянными сосредоточенными запазды-
ваниями. В отличие от известных методов 
[40] изложенная схема не предполагает пред-
варительного изменения уравнений исследуе-
мого объекта с целью исключения запаздыва-
ния или разработки специальных интеграто-
ров. Точность расчетов полностью определя-
ется погрешностью применяемых стандарт-
ных процедур численного решения систем 
ОДУ, причем ошибка метода отсутствует. 

В дальнейшем изложенную схему пред-
полагается распространить на линейные сто-
хастические параметрические интегро-
дифференциальные системы с сосредоченным 
запаздыванием, модельным представителем 
которых является тестовое уравнение Брюн-
нера–Ламберта [19]. 
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In the paper, a problem of derivation of ordinary differential equations for the first moment func-
tions of the state vector for linear stochastic differential system with the special forms of delays, 
notably with finite lumped and variable lags, is considered. The technique, that combines the 
classic method of steps and the scheme of stochastic system state space's extension successively 
being developed by the author and transforms a vector non-Markov stochastic process into a 
Markov one, is used to derive a chain of stochastic differential equations without delays and then 
equations for required moment functions too. 
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