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Введение 
Известно, что для линейной системы из 

устойчивости нулевого движения следует ус-
тойчивость всех движений системы. Поэтому 
мы будем использовать термин устойчивость 
линейной динамической системы. В данной 
статье рассматриваются различные формы 
описания динамической системы с последей-
ствием: эволюционная, в терминах "предыс-
тория–история", в терминах "вход–выход". 
Для описания в терминах "предыстория–
история" и эволюционного описания исполь-
зуется отображение "начальная функция–
движение динамической системы", а для опи-
сания в терминах "вход–выход" – отображе-
ние "возмущение–движение динамической 
системы". Корректные описания динамиче-
ских систем с последействием связаны с не-
прерывностью этих отображений в слабейших 
топологиях пространств движений динамиче-
ских систем с последействием.  

Так, для линейных динамических сис-
тем можно использовать топологии вектор-
ных пространств. В классических определе-
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ниях устойчивости свойство устойчивости 
связано с ограниченностью возмущенных 
движений. Согласно теореме А.Н. Колмогоро-
ва для векторных топологических про-
странств ограниченные окрестности имеют 
нормированные пространства.  

В данной работе устойчивые линейные 
динамические системы с последействием оп-
ределяются непрерывными отображениями 
для нормированных пространств движений. 
Кроме того, изучается связь различных видов 
устойчивости. 

 
1. Описание линейной динамической 
системы с последействием  
в терминах "предыстория–история" 

Рассмотрим линейную динамическую 
систему на временной оси .R  Функцию, мо-
делирующую динамический процесс до на-
чального момента времени ),[0  at ,  

)( )],,(( 0
nRt , будем называть 

предысторией динамического процесса, а 
функцию, моделирующую динамический 
процесс после начального момента времени, 

Xx )( )),,(( 0
nRtX   – историей дина-

мического процесса. Здесь )],,(( 0
nRt  и 

)),,(( 0
nRtX   – топологические векторные 

пространства. Описание системы в терминах 
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"предыстория–история" задается линейным 
оператором 

).),,(()],,((:)( 000
nn RtXRttS   

Введем в пространстве 
)),,(( 0

nRtX   топологию проективного 
предела p  [1].  

Для функций )),,(()( 0
nRtXx   и 

произвольных чисел 0tT   определим функ-

ции ),],,(()( 0],[ 0

n
Tt RTtXx   с помощью 

формул ),()(],[ 0
txtx Tt   ],,( 0 Ttt  а также 

проекторы ),())(( ],[],[ 00
txtxP TtTt   ].,( 0 Ttt   

Пространства )],,(()),,(( 00],[ 0

nn
Tt RTtXRtXP  , 

,0tT   будем считать нормируемыми с нор-

мами элементов .)(
],0[

0 ],[
Tt

Ttx   Используем 

обозначение ),( pX   для пространства  с то-
пологией проективного предела. 

Определение 1. Линейная динамическая 
система, описанная в терминах "предысто-
рия–история", удовлетворяет условию кор-
ректности, если непрерывно отображение 

).,(:)( 0 pXtS    

В пространстве )),,(( 0
nRtX   введем 

топологию n , порождаемую нормой 
X

 , и 

используем обозначение ),(
X

X   для норми-
рованного  пространства. 

Определение 2. Линейная динамиче-
ская система, описанная в терминах "предыс-
тория–история", устойчива, если непрерывно 
отображение 

).,(:)( 0 X
XtS   

Устойчивость динамической системы 
зависит от выбранных топологий пространств 
  и X . При переходе к более сильной топо-
логии пространства   и более слабой топо-
логии пространства X  устойчивость сохра-
няется. При сравнении топологий могут быть 
использованы теоремы вложения функцио-
нальных пространств. Изменения устойчиво-
сти динамической системы при переходе к 
более слабой топологии пространства   или 
к более сильной топологии пространства X  
требуют дополнительных исследований. Кро-

ме того, при выборе топологий рассматривае-
мых пространств необходимо обеспечить ус-
ловие корректности динамической системы. 

Выбор специальных норм пространства 
историй позволяет изучить условия их асим-
птотического стремления к нулю при неогра-
ниченном возрастании времени, в частности, 
экспоненциального стремления к нулю. 

Отметим, что в данной работе не иссле-
дуется зависимость устойчивости от началь-
ного момента. 

Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние с последействием 

),(),()( 0

stxstd
dt

tdx
 



  at  .      (1.1) 

Здесь nRx  ),[:)( ; при почти 
всех значениях ),[  at  функция 

nnRt  ]0,[:),(  имеет ограниченную 
вариацию 










0
1 ),(),(sup),()(

j
jj ststtVart  ,   

где   – произвольное разбиение полуинтер-
вала ]0,(  точками 

0}{ jjs . 
В пространстве предысторий 

)],,(( 0
nRtC   непрерывных функций с 

компактными носителями выбираем тополо-
гию индуктивного предела i  [1] нормируе-

мых пространств ),],,([ 01
nRtTC ,01 tT   а в 

пространстве историй )),,(( 0
nRtCX   – 

топологию проективного предела p  норми-

руемых пространств ),],,([ 20
nRTtC .02 tT   

Описание системы в терминах "предыс-
тория–история" задается линейным операто-
ром ),,(),(:)( 0 pi XtS    определяемым 
формулой 

 )(),())()(( 000 tttVttS          (1.2) 

),(),(),(
0

0 0



















t

t

t

dzzzztVd  

где ),( V  – фундаментальная матрица диф-
ференциального уравнения с последействием 
(1.1).  
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Теорема 1. Пусть при фиксированном 
значении ]0,[s  функция 

nnRas  ),[:),(  локально интегрируе-
ма, скалярная функция )(  является локаль-
но интегрируемой на полуоси ),[ a . Тогда 
описание системы в терминах "предыстория–
история", определяемое линейным оператором 

),(),(:)( 0 pi XtS    и формулой (1.2), 
удовлетворяет условию корректности. 

В пространстве непрерывных ограни-
ченных функций )),,(( 0

nRtCC   введем 
топологию n , порождаемую нормой 

.)(sup)(
),( 0

txx
tt

C


  

Теорема 2. Пусть выполнены условия 
теоремы 1. Линейная динамическая система 

),(),(:)( 0 Ci XtS   , 

определяемая формулой (1.2), устойчива, если  




),(sup 0
0

ttV
tt

 




dsstsstV
t

ttt
),(),(sup 0

00

 .  

Здесь 
),,(),(

],(



tVarzt

z
 ],0,(z 0tt  . 

 
Изменения топологий пространств   и 

X  может привести к изменению условий ус-
тойчивости динамической системы с после-
действием, определяемой формулой (1.2). 

Теорема 3. Пусть выполнены  условия 
теоремы 1. Линейная динамическая система, 
определяемая формулой (1.2), экспоненциаль-
но устойчива, если существуют положитель-
ные числа   и 0V  такие, что выполняются 
условия 

)(
00 ),( steVttV   , 0tst  , 

 

 dssste s ),( 0

0
 . 

Для дифференциальных уравнений (1.1) 
с ограниченным последействием ( ,0),( st  

0,  rrts ) топологическое пространство 
  можно заменить нормируемым, в частно-
сти, пространством  )],,([ 00

nRtrtC  .  

Тогда для нахождения условий устой-
чивости динамической системы можно ис-
пользовать известные результаты об условиях 
непрерывности линейных интегральных опе-
раторов в нормируемых пространствах. 

Для автономных дифференциальных 
уравнений (1.1) с последействием (функция 
  не зависит от первого аргумента) при ис-
следовании их устойчивости можно использо-
вать преобразование Лапласа.  

Пусть пространство предысторий   
состоит из непрерывных функций с компакт-
ными носителями и выполняются условия 
корректности для линейной динамической 
системы с последействием, определяемой 
формулой (1.2) в автономном случае.  

Тогда преобразование Лапласа для ис-
тории динамического процесса является ана-
литической функцией в некоторой полуплос-
кости    )Re(:C  комплексной плос-
кости C . На границе полуплоскости точка 
неаналитичности преобразования Лапласа 
совпадает с точкой неаналитичности или ну-
лем функции )(det)(   , где 

).()(
0

sdeI s
n   
             (1.3) 

Для автономных дифференциальных 
уравнений (1.1) с ограниченным последейст-
вием преобразование Лапласа для истории 
динамического процесса является мероморф-
ной функцией, особенности которой совпада-
ют с нулями функции )(det)(  rr  , где 

).()(
0

sdeI
r

s
nr               (1.4) 

Теорема 4. Линейная динамическая 
система с последействием, определяемая фор-
мулой (1.2) в автономном случае, экспонен-
циально устойчива, если, в случае ограничен-
ного последействия, на комплексной плоско-
сти все нули функции r  лежат в левой полу-
плоскости, а в случае неограниченного после-
действия для некоторого положительного 
числа   отсутствуют нули и точки неанали-
тичности функции   в области 

   )Re(:C . 

Отметим, что метод преобразования 
Лапласа получил наибольшее развитие для 
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автономных дифференциально-разностных 
уравнений [2]. 

 
2. Эволюционное описание  
линейной динамической системы  
с последействием 

Для динамических систем с последейст-
вием эволюционное описание ввел Н.Н. Кра-
совский [3]. При эволюционном описании 
динамической системы с ограниченным по-
следействием r  элементы, определяющие 
предыстории 

0t
  и истории tx , 0tt  , при-

надлежат нормируемому пространству 
)],0,([ˆˆ nRr , которое называется фазо-

вым. Топологии, порождаемые различными 
нормами этого пространства, в отличие от 
конечномерного случая, рассматриваемого в 
классической теории устойчивости А.М. Ля-
пунова, могут быть не эквивалентными. По-
этому выбор нормы фазового пространства 
влияет на устойчивость движения такой ди-
намической системы. Основные положения 
теории устойчивости динамических систем с 
последействием  в эволюционной постановке 
изложены  в монографиях [3, 4].  

Таким образом, связь между описанием 
в терминах "предыстория–история" и эволю-
ционным описанием динамической системы 
определяется формулами 

),,,(),,(
000 tt txttx    

),()(
00  tt   .],0,[ 0ttr   

Эволюционное описание линейной ди-
намической системы задается двухпараметри-
ческим семейством линейных непрерывных 
операторов  attttT  00 ),,( , 

)],0,([ˆ)],0,([ˆ:),( 0
nn RrRrttT  . 

Корректность линейной динамической 
системы при эволюционном описании   свя-
зана с сильной непрерывностью операторов 

),( 0ttT  на любом отрезке 00 ],,[ tbbt  . Тре-
бование корректности эволюционного описа-
ния можно рассмотреть в топологическом 
пространстве )ˆ),,(( 0 tC , вводя для него 
топологию проекционного предела нормиро-
ванных пространств 00 ),ˆ),,(( tbbtC  .  

Для исследования устойчивости линей-
ной динамической системы при эволюцион-
ном описании обычно используют топологию 
пространства )ˆ),,(( 0  tCС , определяе-
мую следующей нормой его элементов: 




 ˆ)(sup
0

t
tt

x
C

x . Другие нормированные 

пространства используются редко. 
Теорема 5. Пусть для исследования ус-

тойчивости линейной динамической системы 
при эволюционном описании используется 
топология нормированного пространства С , 
определенная выше. Линейная эволюционная 
динамическая система с ограниченным после-
действием тогда и только тогда устойчива, 
когда ,),(sup ˆ0

0





ttT

tt
 асимптотически 

устойчива, когда ,0),(lim ˆ0 


ttT
t

 экспо-

ненциально устойчива, когда 
,),( )(

ˆ0
0ttKettT 


  ,0tt   где .0, K  

Эволюционное описание динамической 
системы дает возможность при исследовании 
устойчивости динамических процессов  ис-
пользовать результаты спектральной теории 
линейных операторов. 

В фазовом пространстве ̂  динамиче-
ская система описывается дифференциальным 
уравнением 

t
t xtA

dt
dx

)( , at  ,             (2.1) 

с  неограниченными операторами 

)],0,([ˆ)],0,([ˆ:)( nn RrRrtA  . 

Для периодической линейной динами-
ческой системы функция )(tAt    -
периодична.  

Теорема 6. Линейная эволюционная  -
периодическая динамическая система асим-
птотически (экспоненциально) устойчива, ко-
гда спектр оператора монодромии 

),( 00 ttT   принадлежит внутренности еди-
ничного круга с центром в нуле на комплекс-
ной плоскости.  

Для автономной линейной динамиче-
ской системы оператор A  в уравнении (2.1) 
не зависит от t . Корректное эволюционное 
описание динамической системы порождает 
сильно непрерывную полугруппу  0),( ttT . 
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Теорема 7 [5]. Автономная линейная 
эволюционная динамическая система асим-
птотически (экспоненциально) устойчива, ко-
гда тип полугруппы )(0 A  совпадает со 
спектральной гранью )(As  генератора полу-
группы и 0)( As .  

Пусть линейная динамическая система 
описывается дифференциальным уравнением 
(1.1), где функция   удовлетворяет условию, 
обеспечивающему ограниченность последей-
ствия. В качестве фазового пространства вы-
берем )],0,([ nRrCС  . В уравнении (2.1) 
оператор )(tA )( at   имеет область опреде-
ления  

),],0,([:{))(( 1 n
tt RrCxCxtAD   

)}(),(
)0( 0

sxstd
dt

dx
t

r

t 


   

и задается формулами 





d

dxxtA t
t

)(
))()((  , )0,[ r , 

)(),()0)()((
0

sxstdxtA t
r

t 


  . 

Эквивалентность задач Коши для урав-
нений (1.1) и (2.1) имеет место, если для 
уравнения (2.1) используются обобщенные 
решения для начальных функций, не принад-
лежащих областям )),(( tAD .0 att   

Введем операторы ),,( 0ttT  ,0 att   
действующие в фазовом пространстве 

),],0,([ nRrCC   с помощью  формул 

),())(),(( 00 00
  ttttT tt  

],,[ 0 ttr  ,00 rttt   

      )0(),())(),((
00 00 tt ttVttT    (2.2) 

),(),(),(
0

0
00

0

 t

r

r

dzztztztVd 













],0},,[max{ 0 rtt  .0tt   

Теорема 8. Пусть ),(sup
],[ 00




sVar
rtts

  

.  Линейная эволюционная динамиче-
ская система с последействием (2.2) устойчи-

ва, если ,),(sup
],[ 000




stV
rttstt

 асимптоти-

чески устойчива, если 
,),(suplim

],[ 000




stV
rttst

 экспоненциально 

устойчива, если 
,),( )(

0
steVstV   ,0tst   где .0,0 V   

Для линейной  -периодической дина-
мической системы функция   периодична по 
первому аргументу. Спектр оператора моно-
дромии не зависит от начального момента 
времени 0t  и некоторая его степень является 
вполне непрерывным оператором. 

Теорема 9 [4]. Линейная эволюционная 
 -периодическая динамическая система с 
последействием (2.2) тогда и только тогда 
асимптотически (экспоненциально)  устойчи-
ва, когда все собственные числа оператора 
монодромии )0,(T  меньше единицы по мо-
дулю, устойчива, когда все собственные числа 
оператора монодромии не превосходят едини-
цы по модулю и для всех собственных чисел, 
модули которых равны единице, их алгебраи-
ческие кратности совпадают с размерностями 
собственных подпространств оператора моно-
дромии.  

Следствие. Пусть .),(sup
],0[




sVar
rs

  

Линейная  -периодическая динамическая 
система с последействием (2.2) асимптотиче-
ски (экспоненциально) устойчива, если для 
некоторого натурального числа n  выполняет-
ся неравенство 







 


),(sup1),(sup

],0[]0,[,
sVarrsrnV

rsrs



.1  

В автономной линейной динамической 
системе (2.2) функция   не зависит от перво-
го аргумента.  

Теорема 10 [4]. Линейная эволюцион-
ная автономная динамическая система с по-
следействием тогда и только тогда асимпто-
тически (экспоненциально)  устойчива, когда 
все корни характеристического уравнения 

0)(det  r  имеют отрицательные действи-
тельные части, устойчива, когда все корни 
характеристического уравнения имеют непо-
ложительные действительные части и для 
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всех корней   характеристического уравне-
ния, действительные части которых равны 
нулю, их алгебраические кратности совпада-
ют с дефектами матриц )(  r .  

При дополнительных ограничениях на 
функцию   эволюционные операторы (2.2) 
могут быть продолжены по непрерывности на 
пространства ),],0,([ n

pp RrLL   .1p  
Используя сглаживающие свойства решений 
дифференциальных уравнений с последейст-
вием, можно строить сужения эволюционных 
операторов (2.2) на пространства 

),],0,([ nk
p

k
p RrWW   .1, kp  Выбор раз-

личных фазовых пространств задает различ-
ные множества начальных возмущений. То-
пологии бесконечномерного пространства на-
чальных возмущений, в отличие от конечно-
мерного, могут быть не эквивалентными. По-
этому требуется изучать зависимость устой-
чивости эволюционной динамической систе-
мы с последействием от выбора бесконечно-
мерного фазового пространства. 

Применение в задачах устойчивости 
описания динамической системы в терминах 
"предыстория–история" позволяет использо-
вать более широкий набор топологических  
пространств.  

Рассмотрим линейную динамическую 
систему с неограниченным последействием в 
фазовом пространстве )],0,((ˆ nR , наде-
ляя его топологией нормированного про-
странства. Учитывая связь описания в  тер-
минах "предыстория–история" с эволюцион-
ным описанием, находим  

),())(),(( 00 00
  ttttT tt  

],,( 0 tt  ,0 tt   
),))((())(),((

0000   ttSttT ttt  

],0,( 0 tt  tt 0 . 

Для исследования устойчивости линей-
ной динамической системы при эволюцион-
ном описании используем топологию про-
странства )ˆ),,(( 0  tCС , определяемую 
следующей нормой его элементов: 




 ˆ)(sup
0

t
tt

x
C

x .  

Таким образом, условия устойчивости 
линейной динамической системы при эволю-

ционном описании и при описании в терми-
нах "предыстория–история" совпадают для 
топологии нормированного пространства 

)),,(( 0
nRtX  , согласованной с топологией 

пространства )ˆ),,(( 0 tC .  
В то же время справедливы неравенства 

,),(
000 ttttT     ,

0
Ct   .0tt   

Поэтому, в случае неограниченного последей-
ствия, линейная динамическая система при 
эволюционном описании не может быть 
асимптотически устойчивой. Пусть линейная 
динамическая система описывается диффе-
ренциальным уравнением (1.1). В качестве 
фазового пространства выберем пространство 
непрерывных ограниченных на полуоси 
функций )],0,(( nRCC  . Для дифферен-
циального уравнения (1.2) область определе-
ния неограниченного оператора  

:{))(( CxtAD t  ),],0,((1 n
t RCx   

)}(),(
)0( 0

sxstd
dt

dx
t

t  
  . Эволюционные 

операторы ),,( 0ttT  ,0 att   действующие 
в фазовом пространстве C , определяются 
формулами 

),())(),(( 00 00
  ttttT tt  

],,( 0 tt  ,0 tt   
 )0(),())(),((

00 00 tt ttVttT       (2.3)  

),(),(),(
0

0
00

0

 tdzztztztVd 













],0,( 0 tt  .0tt   

Можно сделать вывод, что для линей-
ной  -периодической динамической системы 
(2.3) никакая натуральная степень оператора 
монодромии не является вполне непрерывным 
оператором. Для линейной автономной дина-
мической системы оператор A  имеет кроме 
дискретного также непрерывный спектр. По-
явление непрерывной части спектра при пере-
ходе к системе с неограниченным последейст-
вием является причиной отсутствия асимпто-
тической устойчивости для системы (2.3).  
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3. Описание динамической системы 
в терминах "вход–выход" 

Рассмотрим описание линейной дина-
мической системы в терминах "вход–выход". 
Входной сигнал моделируется функцией 

Uu )( )),,([ 0
mRtU  , а выходной сиг-

нал – функцией Xx )( )),,([ 0
nRtX  .  

Здесь )),,([ 0
mRtU   и 

)),,([ 0
nRtX   – топологические векторные 

пространства. Описание системы в терминах 
"вход–выход" задается линейным оператором 

)),,([)),,([: 00
nm RtXRtUF  . 

Линейная динамическая система, опи-
санная в терминах "вход–выход", удовлетво-
ряет условию корректности, если непрерывно 
отображение ).,(: pXUF    

Рассмотрим задачу устойчивости ли-
нейной динамической системы по отношению 
к постоянно действующим возмущениям [6]. 
В этой постановке задачи устойчивости в ка-
честве входных сигналов выступают возму-
щения, а в качестве выходных – истории ди-
намических процессов.  

В пространстве )),,([ 0
nRtX   введем 

топологию n , порождаемую нормой 
X

 , и 

используем обозначение ),(
X

X   для норми-
рованного пространства. 

Линейная динамическая система, опи-
санная в терминах "вход–выход", устойчива, 
если непрерывно отображение 

).,(:
X

XUF   
Асимптотическая и экспоненциальная 

устойчивости динамической системы, опи-
санной в терминах "вход–выход", возможны 
только при специальных ограничениях на то-
пологии пространства U . 

Рассмотрим неоднородное уравнение    

),()()(),()( 0

tutBstxstd
dt

tdx

r

 


    (3.1) 

где )),,([ mRaCu  , )),,([ mnRaCB  . 
Введем в пространстве возмущений 

)),,([ 0
mRtCU   топологию индуктивно-

го предела i  нормируемых пространств, а в 

пространстве историй )),,(( 0
nRtCX   – 

топологию проективного предела p  норми-
руемых пространств. Описание системы в 
терминах "вход–выход" задаем линейным 
оператором ),,(),(: pi XUF    опреде-
ляемым формулой 

0

0

,)()(),())(( ttdssusBstVtFu
t

t

  .  (3.2) 

При выполнении условий теоремы 1 
линейная динамическая система,  описанная в 
терминах "вход–выход" формулой (3.2), удов-
летворяет условию  корректности.   

Линейная динамическая система 
),(),(:

Ci XF   , определяемая форму-
лой (3.2) устойчива, если 




dssBstV
t

ttt
)(),(sup

00

. 

Обзор результатов по теории устойчи-
вости динамических систем с последействием, 
по отношению к постоянно действующим 
возмущениям, приведен в монографии [7]. 

Стоит упомянуть, что для дифференци-
альных уравнений с последействием класс 
возмущений, описанных в данном разделе, 
шире класса возмущений начальных функ-
ций, рассматриваемых в первом разделе.  

Полагая 1m , nItB )( , at  , полу-
чим связь между возмущениями  

)()()(),()( 00

00

tttststdtu
t

 




 , (3.3) 

0tt  , 
где )(  – функция Дирака. Для ограниченно-
го последействия носители функции (3.3) 
принадлежат отрезку ],[ 00 rtt  . Формула 
(3.3) позволяет согласовать топологии про-
странств начальных функций   и  возмуще-
ний U , для которых устойчивость динамиче-
ской системы с последействием имеет место 
при описаниях ее в терминах "предыстория–
история" и "вход–выход". 

Заключение  
Подведя итоги, отметим, что устойчи-

вость линейной динамической системы с по-
следействием связана с непрерывностью ее 
определяющего оператора, действующего из 
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топологического пространства в нормирован-
ное пространство.  

Нами рассмотрено эволюционное опи-
сание динамической системы, а также описа-
ния в терминах "предыстория–история" и 
"вход–выход". Изучена зависимость устойчи-
вости линейной динамической системы от 
формы ее описания, а также исследована за-
висимость устойчивости линейной динамиче-
ской системы с последействием от выбора то-
пологий функциональных пространств. 
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