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Рассматриваются  разностные уравнения, правая часть каждого из которых в данный мо-
мент времени зависит не только от значения в предыдущий момент, но и от случайного па-
раметра, принимающего значения в заданном множестве Ω. Для данной вероятностной мо-
дели исследованы различные динамические режимы развития, которые имеют определен-
ные отличия от режимов детерминированных моделей и более полно отображают процессы, 
происходящие в реальных физических системах. Получены условия существования  оттал-
кивающего цикла, выполненные для всех значений случайного параметра и выполненные с 
вероятностью единица, а также условия, при которых решения хаотические с вероятностью 
единица. Показано, что хаотические решения существуют в том случае, когда уравнение со 
случайными параметрами либо не имеет ни одного цикла, либо все циклы отталкивающие с 
вероятностью единица. Исследуется также задача о сосуществовании cтохастических цик-
лов различного периода. 
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Объектом исследования в данной рабо-

те является разностное уравнение  
 xn+1 = f(ωn, xn), (ωn, xn) ∈Ω × [a, b],  n= 0, 1, . . . ,                      

(1) 
правая часть которого в каждый момент вре-
мени n зависит не только от значения  xn∈[a, 
b], но и от случайного параметра ωn, принад-
лежащего заданному множеству Ω. Предпола-
гаем, что для каждого ω∈Ω функция x→ f(ω, x) 
непрерывно дифференцируема. 
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Пусть задано множество Ω с сигма-
алгеброй подмножеств A0, на которой опреде-
лена вероятностная мера µ0. Рассмотрим ве-
роятностное пространство (Σ,A,µ), где Σ озна-
чает множество последовательностей σ = 
(ω0,ω1,…,ωn,…)∈Ω∞, система множеств A яв-
ляется наименьшей сигма-алгеброй, порож-
денной цилиндрическими множествами 

Dn= {σ ∈Σ : ω0∈Ω0, . . . , ωn∈Ωn}, 

где Ωj∈A0, j= 0, . . . , n, и определим меру 
µ0(Dn) = µ0(Ω0)·µ0(Ω1)·. . .·µ0(Ωn). Тогда на из-
меримом пространстве (Σ,A) существует 
единственная вероятностная мера µ, которая 
является продолжением меры µ0 на сигма-
алгебру A. 

Для каждого n∈N обозначим 
σn= (ω0, ω1, . . . , ωn −1),   fn(σn, x) =f (ωn −1, . . . , 
f(ω1, f(ω0, x))).  
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Будем также пользоваться обозначе-
ниями  f n(σ, x) = f n(σn, x) и xn(σ, x) = f n(σ, x). 

Определение 1.Точки β0,...,βk−1 образу-
ют цикл B периода k > 1 для уравнения (1), 
если для всех σk∈Ωk  выполнены равенства fk(σ, 
β0) = β0, fm(σ, β0) = βm,, m = 1, . . . , k – 1 и цикл 
B не содержит цикла меньшего периода. 

Определение 2. Цикл B называется от-
талкивающим циклом уравнения (1), если суще-
ствует его окрестность U, которую каждая точка 
(σ, x) ∈ Σ × (U \ B) покидает за конечное время. 

Цикл B назовем отталкивающим с ве-
роятностью единица, если существуют мно-
жество 0  и окрестность U данного цик-
ла, такие, что µ(Σ0) = 1 и для каждой точки (σ, 
x) ∈Σ0× (U \ B) найдется номер N = N(σ, x), для 
которого  fN(σ, x) U. 

Теорема 1. Пусть уравнение (1) имеет 
цикл B = {β0, . . . , βk − 1}.  Если 

 
то цикл B является отталкивающим циклом 
уравнения (1). 

Далее буквой M обозначено математи-
ческое ожидание случайной величины. 

Теорема 2. Пусть уравнение (1) имеет 
цикл B = {β0, . . . , βk−1}. Если существует 
окрестность U цикла B такая, что 

 
то цикл является отталкивающим с вероят-
ностью единица. 

Определение 3.  Решение xn(σ,x0) урав-
нения (1) (при фиксированном значении σ ∈ Σ) 

назовем хаотическим, если для каждого k ∈ N 
предел 

n
lim xnk(σ, x0) не существует.  

Точку x0∈[a, b] назовем апериодической с 
вероятностью единица точкой уравнения (1), 
если существует множество 0  такое, что 

µ(Σ0) = 1 и для любого σ ∈Σ0 решения xn(σ, x0) 
хаотические. 

Так же, как в работе [1], точку y назовем 
со временем периодической точкой уравнения 
(1), если существует m ∈N такое, что для лю-

бых σm∈Ωm точка x = fm(σm, y) является точкой 
некоторого периода k ≥ 1. 

Условие 1.Пусть Ω = {v1,…,vr}, где  

r ≥ 2, µ(vi) = µi>0, i = 1,…,r , 1
1




r

i
i  и каж-

дая из функций fk(σk,x), k ∈ N, σk∈Ωk имеет ко-
нечное число неподвижных точек на отрезке 
[a, b]. 

Теорема 3. Предположим, что выпол-
нено условие 1 и уравнение (1) либо не имеет 
ни одного цикла (периода k ≥ 1), либо все цик-
лы отталкивающие с вероятностью единица. 
Пусть Y – множество периодических и со 
временем периодических точек данного урав-
нения. Тогда любая точка x0 ∈[a, b] \Y аперио-
дическая с вероятностью единица. 

Рассмотрим задачу о сосуществовании 
стохастических циклов различного периода. 
Покажем, что решение этой задачи сущест-
венно отличается от известного результата 
А.Н. Шарковского [2] для детерминированно-
го уравнения 

xn+1 = f(xn) , n = 0 ,1 , … ,        (2) 
а именно – при определенных условиях из су-
ществования стохастического цикла длины k 
следует существование цикла любой длины l>k . 

Определение 4. Точку α0 ∈ I назовем 
стохастически периодической точкой перио-
да k∈N для уравнения (1), если существуют 

ωi0 ,...,ωi,k − 1 ∈Ω такие, что xk(σ, α0) = α0 и xm(σ, 
α0) ≠ α0 при m= 1 , . . . , k −1, σ = (ωi0 , . . . , ωi,k − 

1 , ωk, ωk+1, . . .). 
Утверждение 1 (см. [3]). Пусть су-

ществуют vi≠vj∈Ω такие, что: 
а) f(vi, a) = f(vi, b) = f(vj, a) = f(vj, b) = a; 
б) существует c1 ∈ (a, b) такое, что 

функция f(vi, x) возрастает на интервале (a, 
c1), f(vi, c1) = b  и  f(vi, x) >x для всех x∈(a, c1]. 

Тогда выполнены следующие свойства: 
1) если в интервале (a, b) содержится 

точка x1 такая, что f(vj, x1) = x1, то для любо-
го l>1 существует стохастически периоди-
ческая точка периода l; 

2) если для некоторого k>1 в интерва-
ле (a, b) содержится стохастически перио-
дическая точка xk периода k при ωi,0 = vj, ωi1 
= . . . = ωi,k − 1 = vi, то для любого l>k сущест-
вует стохастически периодическая точка 
периода l. 
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The article deals with the difference equations, the right part of which in a certain moment of time 
depends not only on the value in the previous moment but also on a random parameter from a giv-
en Omega manifold. For this stochastic model various dynamic modes of development are studied. 
It should be mentioned that they differ from the modes of the determined models and describe the 
processes in real physical systems in a more comprehensive way. We have received the conditions 
for the unstable cycles existence, fulfilled for all values of a random parameter and fulfilled with 
probability one, and also conditions under which solutions are chaotic with probability one. It is 
shown that chaotic solutions exist when an equation with random parameters either has no cycles 
or  all cycles are unstable with probability one. The problem of the coexistence for stochastic 
cycles of different periods is also investigated. 

Keywords: difference equations with random parameters; stable and unstable cycles; chaotic tra-
jectory. 


