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Введение 

В предлагаемой работе рассматривается 
полуоднородная двухточечная краевая задача 
для квазилинейного дифференциального 
уравнения второго порядка 

 2 2( ) ( ) , ( ), ( )
(1 )

mx t x t f t x t x t
t t

 


  , [0,1],t   (1) 

(0) 0x  , (1) 0x  , (0) 0x  , (1) 0.x   (2) 
Здесь m R , функция ( , , )f     удовле-

творяет условиям Каратеодори, а именно: 
функция ( , , )f u v  измерима при всех 
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,u v R ; функция ( , , )f t    непрерывна при 
почти всех [0,1]t . 

Уравнение (1) содержит несуммируе-

мый на отрезке [0,1]  коэффициент 2 2(1 )
m

t t
 

и является сингулярным по независимой пе-
ременной, причем сингулярность сосредото-
чена на концах отрезка [0,1] . Кроме того, 
формально задача является переопределенной. 

Сингулярные по независимой перемен-
ной уравнения систематически изучались И.Т. 
Кигурадзе и его учениками. Обзор результа-
тов и состояние проблем в этой области на 
период до 1987г. приведены в работе [1]. От-
метим также работу [2], в которой изучены 
условия разрешимости уравнения второго по-
рядка с краевыми условиями (0) 0x  , (1) 0x  . 
В основе исследования лежит техника диффе-
ренциальных неравенств, позволяющая до-
пускать достаточно общие ограничения на 
сингулярный коэффициент. 
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В работах пермской школы использует-
ся подход, связанный с определением про-
странства решений, изоморфного прямому 
произведению nB R , где B  – банахово про-
странство. Такой подход позволяет изучать 
уравнения с сингулярностями специального 
вида. Так, в работе С.М. Лабовского [3], в ча-
стности, получены условия разрешимости 
уравнения ( ) ( ) ( )( ) ( )t x t Tx t f t    с усло-
виями (0) 0x  , (1) 0x  , суммируемой правой 
частью f  и коэффициентом   вида 

( ) (1 )t t t   . В работе Е.И. Бравого [4] 

1

(t)= ( )
n

i
i

t a


 , где [0,1]ia  . В статье [5] в 

качестве ( )t  выступают функции t ; 1 t ; 
(1 )t t , краевые условия имеют вид 
(0) 0x  , (0) 0x  ; (1) 0x  , (1) 0x  ; 
(0) 0x  , (1) 0x   соответственно. В [6] по-

лучены условия разрешимости двухточечной 
задачи для уравнения 

2
1 1( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t f t
t t

    . 

Все перечисленные результаты подроб-
но изложены в монографии [7, с. 151–182].  

Там же получены условия разрешимо-
сти уравнения химического реактора 

( ) ( ) ( , ( ))kx t x t f t x t
t

    и соответствующего 

линейного уравнения 

( ) ( ) ( )( ) ( )kx t x t Tx t f t
t

    . 

В статье [8] получены условия разре-
шимости полуоднородной задачи Коши для 

уравнения  2( ) ( ) , ( )mx t x t f t x t
t

  .  

Отметим также работу [9], в которой 
рассматривается уравнение с отклонением в 
сингулярном слагаемом. Предлагаемая работа 
является продолжением работ [8] и [9]. 
  

1. Предварительные обозначения 
 
Всюду далее будем полагать, что 

1 p    и '
1

pp
p




. 

Пусть [0,1]p pL L  – пространство из-
меримых функций : [0,1]z R , удовлетво-
ряющих условию 

1/1

0

( )p

p
p

Lz z s ds
 

   
 
 . 

Пусть, далее, 2, 2,
0 0[0,1]p pW W  – про-

странство абсолютно непрерывных вместе с 
первой производной функций : [0,1]x R , 

имеющих принадлежащую пространству pL  
вторую производную и удовлетворяющих ус-
ловиям (2). Норму в пространстве 2,

0
pW  опре-

делим равенством 2 ,
0

p pW L
x x  . 

Решением задачи (1)–(2) будем назы-
вать функцию 2,

0
px W , удовлетворяющую 

уравнению (1) почти всюду на отрезке [0,1] . 
Будем рассматривать случай 2m   . 

Также определим константу 
1 1 4

2
m


 

 . 

Тогда 2m     и 2  . 
Определим оператор 2,

0: p pW L   ра-
венством 

2 2( )( ) ( ) ( )
(1 )

mx t x t x t
t t

  


 , [0,1]t . 

Также определим на пространстве pL  
линейный интегральный оператор   с ядром 

(1 ) 1 , 0 s t 1,
1 2 1

( , )
(1 ) 1 , 0 t s 1.
1 2 1

s t t s если
t s

t s
t s t s если

t s









            
         

 

 
2. Вспомогательные результаты 

 
Теорема 1. Оператор   действует в 

пространство 2,
0

pW . 
Доказательство. 
1. Покажем, что вторая производная 

функции ( )( )z t  суммируема со степенью p  

при любом pz L . 
Нетрудно видеть, что функция 

2

2 ( )( )d z t
dt

  имеет вид 
2

2 ( )( )d z t
dt

   
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22

3
0

1 1( ) (1 ) ( )
1 2 1

tt sz t s z s ds
t st

  


              
2 12

3

1 1 ( )
1 2 1(1 ) t

t s sz s ds
t st

  



              .  

Определим на пространстве pL  опера-
торы 1A  и 2A  равенствами 

2

1 3

1 1( )( ) tA z t
t t

    
 



0

(1 ) ( )
1

t s s z s ds
s


  


  
   и 2 3

1( )( )
(1 )

A z t
t

 


 

2 1 1 ( )
1 t

t s sz s ds
t s

 
           соответственно.  

Также определим функции 1( , )A t s   
2 2

3

1 1 ( )
1 1

t s s t s
t s st




     

 и 2 ( , )A t s   

2 2

3

1 1 (1 ) ( )
1 (1 )

t s s s t
t s st




      

. 

Так как 
1 ( ) 1

1
t s t s

t s


 


, то в силу усло-

вия 2   справедливо неравенство 
21 ( ) 1

1
t s s t

t s




     

. 

Аналогично 
21 ( ) 1

1
t s t s

t s




     

.  

Поэтому 1 1 2

1ˆ( , ) ( , ) ( )
1

sA t s A t s t s
st
  


, 

2 2 2

1 1ˆ( , ) ( , ) ( )
(1 )

sA t s A t s s t
st


  


. 

Покажем, что линейный интегральный 
оператор 1Â  с ядром 1

ˆ ( , )A t s  является огра-

ниченным оператором в пространстве pL . Для 
доказательства применим тест Шура [10, с. 
33], [11]. Согласно этому утверждению, суще-
ствование неотрицательной функции u  и по-
ложительной функции v  таких, что для почти 
всех t  и s  выполняются неравенства 

11

0

( , ) ( ) ( )
p

A t s v s ds u t


 
 

 
  

и               
1

1

0

( , ) ( ) ( ) pA t s u t dt v s  ,  

гарантирует ограниченность линейного инте-
грального оператора A  с положительным 
почти всюду ядром ( , )A t s  и оценку нормы 

p p

p

L LA 


 . 

Для оператора 1Â  функции u  и v  мо-
гут определяться равенствами 

1/

1/

, 0 t ,
2( )

(1 ) ,

1

1 t 1,
2

p

p

t если
u t

t если





   
   


 

1/

1/

, 0 ,
2( )

(1 ) , s 1.
2

1

1

p

p

s если s
v s

s если





   
   


 

Можно показать, что 1
ˆ 2

p pL L
A p


 . 

Поэтому 1 1
ˆ 2p p p pL L L L

A A p
 

 ‖ ‖ ‖ ‖ . 
Перейдем к переменным 1 t   , 

1 s   . Тогда функция 2
ˆ ( , )A t s  примет  

вид 2 2

1ˆ ( , ) ( )
1

A     


 


. Применим 

тест Шура и получим оценку 2
ˆ 2

p pL L
A p


 . 

Отсюда 2 2 2
ˆˆ

p p p p p pL L L L L L
A A A

  
    

2 p . 

Итак, функция 
2

2 ( )( )d z t
dt

  суммируема 

со степенью p  при pz L . 
2. Покажем, что функция ( )( )z t  при 

любом pz L  удовлетворяет условиям (2). 
Функция ( )( )z t  имеет вид ( )( )z t   

0

1 1 (1 ) ( )
1 2 1

tt st s z s ds
t s

 


              

11 1(1 ) ( )
1 2 1 t

t st sz s ds
t s

 


            .  

Нетрудно видеть, что 
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1

0

1 1( )( ) (1 ) ( )
2 1

ttz t t s s z s ds
t


 


        

 
1

11 (1 ) (1 ) ( )
2 1 1 t

t t s s z s ds
t


 


        . 

Поэтому в силу неравенства Гельдера для 
трех функций [12, с. 18] справедлива оценка 

1/ 2 '

2 '

0

1 1( )( )
2 1

pt
ptz t t s ds

t





          
  

1/ 2 '

2(1 ) '

0

(1 )
pt

ps ds z 
   
 
  

1/2 '1
2 '1 (1 ) (1 )

2 1 1

p

p

t

t t s ds
t





           
  

1/2 '

2(1 ) '

0

2 (1 )
2 1

pt
p t ts ds z


  

     
  

1/2
1

2 1 2( 1) 1

p
t t z

p p 


 
      

.  

Отсюда ( )(0) 0z   и ( )(1) 0z  . 

Далее, функция ( )( )d z t
dt

  имеет вид 

11 (1 ) 1( )( )
1 2

d t tz t
dt t t




        
  

0

(1 ) ( )
1

t s s z s ds
s


     

  

1 11 1 ( )
1 2 1 1 t

t t s sz s ds
t t s

 


              . 

Нетрудно видеть, что 
11 ( 1) 1( )( )

2 1
d t tz t
dt t t




        
 

1

0

(1 ) ( )
t

s s z s ds     

1 1
11 (1 ) ( )

2 1 1 1 t

t t s s z s ds
t t


 




         .  

Поэтому в силу неравенства Гельдера для 
трех функций справедлива оценка 

11 ( 1) 1( )( )
2 1

d t tz t
dt t t




        
 

1/ 2 ' 1/ 2 '

2 ' 2(1 ) '

0 0

(1 )
p pt t

p ps ds s ds z    
     
   
   

1/2 '1 1
2 '1 (1 )

2 1 1 1

p

p

t

t t s ds
t t






             
  

1/2 '1
2(1 ) '

p

p

t

s ds z 
  
 
  

1/2
1

2 1 2( 1) 1

p
t t z

p p 


 

      
.  

Отсюда ( )(0) 0d z
dt

   и ( )(1) 0d z
dt

  . 

Замечание. Фактически доказанная 
теорема содержит утверждение о том, что для 
любого элемента pz L  соответствующий 
элемент x z   принадлежит пространству 

2,
0

pW . 

Следствие.  Оператор 2,
0: pp WL   

ограничен, причем его норма не превышает 

величины 
2

1 4
2 1

p 






. 

Доказательство следует из определения 
нормы в пространстве 2,

0
pW  и представления 

функции 
2

2 ( )( )d z t
dt

 . 

Теорема 2. Оператор   является об-
ратным к оператору  . 

Доказательство 
1. Найдем значение суперпозиции опе-

раторов   и  : 

 

2 2

222

1 1( )( ) ( )
1 12

d tz t z t t
tdt t t

 


        

 0
22

21(1 ) ( )
1 1 2 1 1

t s ts z s d
s t

s
tt

  


        


 


  
1 1(1 ) ( )
t

st sz s ds
s

 



  


. Так как 2m    , то 

z z  . 

2. Найдем суперпозицию операторов   
и  : 
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0

1 1( )( ) (1 ) ( )
1 2 1

tt sx t t s x s ds
t s

 




              

2

2
0

1 1 ( )
1 2 (1 ) 1

tt st x s ds
t s s s

  


               

0

1 1(1 ) ( )
1 2 1

tt st sx s ds
t s

 


               

1 2

2

1 1(1 ) ( )
1 2 1 (1 )t

t st x s ds
t s s s

  


             
 

Интегрируя дважды по частям слагае-
мые, содержащие x , получим равенство 

x x  . 
 

3. Достаточные условия разрешимости 
краевой задачи (1)–(2) 
 

Теорема 3. Пусть 2m    и справедли-
вы следующие условия: 

а) для почти всех [0,1]t  и любых 
,u v R  выполняется неравенство 

1 2( , , ) ( ) | | | |f t u v a t b u b v   , где функция ( )a   
суммируема со степенью p , 1b  и 2b  – неот-
рицательные константы; 

б) 1 2
1/ 2/

41 1
1 4 p p

b bpm
p pm

  
    

  
. 

Тогда задача (1)–(2) имеет хотя бы одно 
решение в пространстве 2,

0
pW . 

Доказательство 
Нелинейный оператор 2,

0: p pWF L , 
определенный равенством 

 ( )( ) , ( ), '( )Fx t f t x t x t , 
представим в виде суперпозиции 

 ,F N J D . Здесь оператор Немыцкого 

: p p pN L L L  , оператор вложения 
2,

0: p pWJ L  и оператор дифференцирова-

ния 2,
0: p pWD L  определены равенствами 

   1 2 1 2, , ( ), ( )N z z f t z t z t , Jx x  и Dx x  . 

В условиях теоремы для оператора Не-
мыцкого N  справедлива оценка 

 1 2 1 1 2 2, p p pL L LN z z a b z b z   . 

Операторы J  и D  обладают свойством 
полной непрерывности. Кроме того, для про-
извольного 2,

0
px W  справедливы оценки 

1/

1
p ppL L

Dx x
p

  , 2/

1
p ppL L

Jx x
p

  . 

С учетом сказанного ранее можно ут-
верждать, что оператор F  как суперпозиция 
вполне непрерывного оператора 

2,
0[ , ] : p p pJ L LWD    и ограниченного опе-

ратора : p p pN L L L   обладает свойством 
полной непрерывности. Кроме того, для про-
извольного 2,

0
px W  справедлива оценка 

2,
0

p p pFL L W
Fx a b x  , 

где 1 2
1/ 2/F p p

b bb
p p

  . 

В силу неравенства 2m    существует 
ограниченный оператор  , обратный к опе-
ратору 2,

0: p pW L  . Поэтому разрешимость 
задачи (1)–(2) эквивалентна существованию 
решения операторного уравнения x Fx   с 
вполне непрерывным оператором F . Нера-
венство б) гарантирует оценку 

2, 2 ,
0 0

p pW W
Fx a b x    с константой 

1Fb b   . 

Это в свою очередь гарантирует суще-
ствование замкнутого шара (0, )B r , для кото-
рого выполнены условия теоремы Шаудера. 
Применение теоремы Шаудера завершает до-
казательство. 
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Solvability conditions are obtained for a two-point boundary value problem for a second order 
quasilinear singular equation. The result is based on the properties of Green’s operator of the cor-
responding semi-homogeneous linear problem. Its boundedness is proved, the upper estimate of 
its norm is obtained. Solvability conditions for the initial task are obtained from solvability condi-
tions for an equivalent operator equation. 

Keywords: singular ordinary differential equation; boundary value problem; Green’s operator; 
quasilinear equation. 

 


