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Изучается вопрос о существовании и структуре решений для линейных автономных функ-
ционально-дифференциальных уравнений на оси. В начале статьи приведен подробный 
обзор литературы по данной теме. Показана конечномерность пространства решений для 
однородных уравнений, решение которых принадлежит заданному пространству инте-
грально ограниченных функций,. Базис этого пространства образуют решения экспонен-
циального типа, порожденные корнями характеристического уравнения. Ключевой момент 
доказательства основного результата – разложение решения в ряд по системе экспонент с 
последующей трансформацией уравнения к виду, допускающему применение преобразо-
вания Фурье. Полученные результаты применяются к исследованию разрешимости сингу-
лярного уравнения с последействием. 
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1. История вопроса 

Задача о восстановлении процесса с по-
следействием по его конечной картине естест-
венным образом приводит к необходимости 
изучать дифференциальные уравнения с за-
паздыванием на отрицательной полуоси. К 
той же задаче соответствующей заменой неза-
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висимой переменной приводят исследования 
дифференциальных уравнений с опережением 
на положительной полуоси [1, § 6] или крае-
вых задач для сингулярных функционально-
дифференциальных уравнений с коэффициен-
тами, имеющими на конечном отрезке несум-
мируемые особенности [2]. 

Важно понимать, что задача разреши-
мости дифференциального уравнения с по-
следействием на отрицательной полуоси 
принципиально отличается от аналогичной 
задачи на положительной полуоси. Это видно 
уже на примере самого простого уравнения: 

( ) ( 1) 0x t ax t   .                  (1) 
Построение решения уравнения (1) на множе-
стве [0, )R    не вызывает никаких за-
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труднений: достаточно задать на отрезке 
[ 1,0]  начальную функцию – и решение 
уравнения (1) последовательным интегриро-
ванием однозначно определится в любой точ-
ке множества R . Если же задать начальную 
функцию на отрезке [0,1]  и попытаться по-
строить решение уравнения (1) на множестве 

( ,0]R   , то из уравнения (1) при 0a   
получаем равенство 1( ) ( 1)ax t x t   , кото-
рое формально дает возможность найти реше-
ние на интервалах ( 1,0) , ( 2, 1)  , …, по-
следовательно дифференцируя участок реше-
ния, построенный на предыдущем интервале. 
Легко, однако, заметить, что границы интер-
валов могут оказаться для него точками раз-
рыва, т.е. даже в классе непрерывных функ-
ций это решение не всегда существует: выбрав 
в качестве начальной функции многочлен 
степени n , мы неизбежно получим функцию, 
разрывную в точке t n . 

Если построить решение требуется на 
конечном отрезке [ ,0]T , то, как показано в 
[3, с. 65], можно подчинить начальную функ-
цию конечному набору условий, выполнение 
которых обеспечивает существование непре-
рывного (и даже дифференцируемого) реше-
ния на [ ,0]T . Но здесь возникает новая про-
блема. В работе [1, с. 51] показано, что для 
решения уравнения (1) нарушается непрерыв-
ная зависимость от начальных условий, т.е. 
задача "продолжения назад" (как и большин-
ство обратных задач) оказывается некоррект-
ной. Поэтому вопрос ее регуляризации потре-
бовал отдельного исследования. В работе [4] 
некорректная задача нахождения решения ли-
нейного уравнения с запаздыванием на 
[ ,0]T  сводится к операторному уравнению 
первого рода в гильбертовом пространстве, к 
которому применяется метод регуляризации 
Тихонова.  

Таким образом, для конечного отрезка 
отрицательной полуоси задачу построения 
решения для уравнения с последействием 
можно считать практически решенной. 

Если же ставить аналогичным образом 
задачу построения непрерывного решения на 
отрицательной полуоси как продолжение на-
чальной функции, то, помимо разрешимости 
уравнения относительно ( )x t  [3, § 2.5], мы 

будем вынуждены подчинить начальную 
функцию ряду жестких ограничений [5, с. 
160]. Она должна быть, во-первых, бесконеч-
но дифференцируемой, а во-вторых, удовле-
творять счетному набору условий согласова-
ния (например, для уравнения (1) это будут 
условия ( 1) ( )(0) (1)n nax x    для всех n N ). 
При этом конструктивного описания класса 
функций, для которых эти условия выполне-
ны, нет даже для простейших уравнений. Ис-
пользовать технику и результаты исследова-
ний для конечного отрезка не удается, так как 
разница между задачей на конечном отрезке и 
полуоси принципиальная. 

Другой взгляд на задачу связан с тем, 
что разрешимость уравнения с последействи-
ем на отрицательной полуоси эквивалентна 
разрешимости того же уравнения на всей оси. 
В такой постановке задача становится более 
удобной для изучения, хотя класс всех реше-
ний и здесь оказывается слишком широким 
для того, чтобы описать его полностью. 
Большинство авторов, занимавшихся этой за-
дачей, следовало естественной логике поиска 
решений в более узком классе, – но с целью 
дать в нем конструктивное описание всех ре-
шений уравнения. Выбор класса решений – 
право автора, и поначалу количество различ-
ных классов едва ли не совпадало с количест-
вом авторов. 

J.W. Green в работе [6] для уравнения 
( ) ( )x t x t h  , где h R , дал описание клас-

са решений, являющихся четными и нечет-
ными на оси функциями. Оказалось, что в 
этом случае должно выполняться равенство 

 2 mod 2h    , а все решения – это либо 
( ) cosx t A t , либо ( ) sinx t B t . 

Столь же просто описывается класс пе-
риодических (H. Robbins, [7]) или ограничен-
ных [6] на оси решений этого уравнения: 

( ) cos sinx t A t B t  , причем снова оказыва-
ется, что  2 mod 2h    . 

F. Schürer в работе [8] доказал, что если 
число нулей двустороннего решения уравне-
ния ( ) ( 1)x t ax t   на всех интервалах 

1t     , R , равномерно ограничено, 
то такое решение представляет собой сумму 
конечного числа простейших, экспоненциаль-
ных. Следовательно, у решений, не являю-
щихся конечной комбинацией экспоненци-
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альных, – количество нулей на отрезках еди-
ничной длины неограниченно возрастает. 
Но… большая проблема, как проверить попа-
дание решения в указанный класс. Ведь во-
прос о распределении нулей решения – от-
дельная сложная задача. 

А.Ф. Леонтьев [9], Э. Пинни [10], 
L.Bruwier [11], А. С. Dixon [12] рассматрива-
ли дифференциально-разностные уравнения, 
у которых аргумент либо изначально считает-
ся комплексным, либо предполагает возмож-
ность его продолжения в комплексную плос-
кость. При этом продолжение должно быть 
таким, чтобы решение, как функция ком-
плексной переменной, обладало хорошими 
свойствами: являлось аналитическим в неко-
торой области, было целой или мероморфной 
функцией. Несмотря на то, что в работах [9–
12] установлен ряд сильных и интересных ре-
зультатов, они, к сожалению, не применимы к 
ситуации, когда уравнение рассматривается 
только на вещественной оси. Построенный в 
работе [13] пример показывает, что уравнение 
(1) при t R  имеет решение, продолжение 
которого в комплексную плоскость не являет-
ся ни целой, ни аналитической, ни мероморф-
ной функцией. 

Более поздние работы показали, что са-
мой плодотворной оказалась идея ограничить 
скорость роста решений при t    некото-
рой заданной функцией. 

E. Schmidt [14] (и позднее другим мето-
дом Е. Titchmarsсh [15]) установили, что если 
уравнение имеет вид 

1
( ) ( )

0 1
( ) ( ) 0

pn
n m

km k
m k

x t a x t h


 

   ,  t R , 

то всякое решение, непрерывное на оси вме-
сте с производными и ведущее себя при 
t    как ( )O t  , 0  , представляется 

в форме 
1

( ) ( ) k

n
i t

k
k

x t q t e 



 , где ( )kq t  – мно-

гочлены с произвольными коэффициентами 
степени на единицу меньше кратности корня 

ki  соответствующего квазиполинома. 
H.R. Pitt в работе [16] рассмотрел ска-

лярное автономное уравнение весьма общего 
вида 

( )

0
( ) ( ) 0

n
k

k
k

x t s dr s


 

   ,  t R ,     (2) 

с сосредоточенными и распределенными от-
клонениями любого знака (включает уравне-
ния запаздывающего, опережающего и ней-
трального типа). Допустúм и случай чисто 
разностных уравнений (при 0n  ). В работе 
[16] показано, что если при всех 0,1,...,k n  
решения уравнения (2) подчинены условиям 

 1 21 2( ) ( ) (1 ) (1 )m mt tkx t A t e t e     , 

где 1 2       , 1 2,m m  – целые числа, 
то пространство решений допускает полное 
описание и является замыканием линейной 
оболочки множества функций вида kp tmt e , 
где kp  – корни характеристического квази-
полинома, лежащие в полосе 1 2Re p    . 

В статье А.М. Зверкина [17] изучены 
периодические дифференциальные уравнения 
запаздывающего типа, решения которых 
имеют подэкспоненциальный рост на R . Ус-
тановлено, что любое решение может быть 
представлено в виде конечной суммы реше-
ний типа Флоке. Для автономных уравнений 
основной результат совпадает с приведенной 
выше теоремой работы [16]. 

В монографии А.Д. Мышкиса [1, с. 56] 
на примере уравнения ( ) ( 1)x t x t   ( t R , 

( ) ( )tx t O e  при t   ) обсуждается схе-
ма исследования, аналогичная использован-
ной в работах [16–17], и делается вывод о 
представлении решения в виде линейной ком-
бинации конечного набора функций kp tmt e , 
где kp  – корни квазиполинома, pp e , ле-
жащие в полуплоскости  Re p   . 

В упомянутой выше работе [6] для 
уравнения ( ) ( )x t x t h   ( h R ) в предпо-
ложении, что решения – целые функции пока-
зательного типа, также удалось установить 
конечномерность пространства решений. 

Очень эффективно выделение конечно-
мерного пространства экспоненциально-
оцененных решений для уравнений с так на-
зываемым "малым" отклонением. Эти иссле-
дования начаты работами Ю.А. Рябова [18–
19] (см. также обзор [20]). Оказалось, что точ-
ный выбор показателя экспоненты в оценке 
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скорости роста решений на бесконечности 
плюс ограничения на "малость" отклонения 
аргумента обеспечивают для скалярных урав-
нений одномерность пространства решений. 
Особенно впечатляет, что результат справед-
лив и для неавтономных уравнений.  

Приведем формулировку одной из тео-
рем такого типа. 

Пусть 0sup ( )
t

a t a , 0sup ( )
t

h t h  и 

0 0 1a h e . Тогда для любых 0 0,t x R  суще-
ствует ровно одно решение уравнения 

( ) ( ) ( ( ))x t a t x t h t  , определенное на всей 
оси и удовлетворяющее условиям 0 0( )x x t , 

0( ) ( )t hx t O e  ( t  ). 
В настоящей работе также реализуется 

подход к исследованию уравнений с после-
действием, основанный на априорном выборе 
пространства решений, имеющих на R  за-
данную скорость роста. Но, в отличие от пе-
речисленных выше работ, поточечная экспо-
ненциальная оценка решения заменяется ин-
тегральной. В таких пространствах также 
удалось найти эффективные условия разре-
шимости и описать структуру пространства 
решений. 

 
2. Основной результат 

Рассмотрим линейное автономное диф-
ференциальное уравнение с ограниченным 
последействием 

     
0

0x t x t s dr s


   ,  t R ,     (3) 

где 0  , функция  : 0,r C   имеет ог-

раниченную вариацию,  0 0r  . Найдем ус-
ловия разрешимости и структуру пространст-
ва решений уравнения (3) в пространствах 

  0
: t

locL x D x t e dt 


    , 

где   – произвольное вещественное число. 
Важную роль при изучении уравнения 

(3) играет его характеристическая функция: 

   
0

pg p p e dr
     ,  p C . 

Пусть  
0n n Np   – множество всех корней 

функции g , занумерованных так, чтобы 

0 1Re Re Re np p p     . Порядок 

нумерации корней с одинаковой веществен-
ной частью произволен. Через nk  обозначим 
кратность корня np . 

Теорема 1. Любое решение уравнения 
(3) в пространстве L  представимо в виде: 

   
Re

n

n

p t
n

p
x t q t e


  , 

где nq  – полином степени 1nk   с произ-
вольными комплексными коэффициентами. 

Остановимся кратко на основных мо-
ментах доказательства теоремы 1. Любое ре-
шение уравнения (3) на R  имеет (см., напр., 
[21]), асимптотическое представление в виде 
линейной комбинации экспоненциальных 
решений, соответствующих последовательно-
сти  

0n n Np  . Вычитая из этой суммы сла-

гаемые, принадлежащие L , доказываем, что 
остаток суммы равен нулю (это удается сде-
лать за счет приведения исходного уравнения 
к виду, допускающему применение преобра-
зования Фурье). 

Следствие 1. Уравнение (3) имеет в 
пространстве L  только тривиальное реше-
ние, если и только если 0Re p  . 

3. Примеры  
Сравним теорему 1 с результатами, ука-

занными в п. 1. 
1. В работах [14, 15] в качестве про-

странства решений рассматривалось про-
странство 

 
: sup

1
m loc m

t R

x t
P x D

t

      
  

, 

где m  – любое целое неотрицательное число. 
Поскольку при любом 0   справедливо не-
равенство 

     0 0

1
1m

x t mt t
t

x t e dt t e dt 
  

     

   0

1
sup 1m

x t m t
tt R

t e dt





 
     
 

 , 

то mP L , причем   можно выбрать сколь 
угодно малым. 
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Используя теорему 1, получаем, что лю-
бое решение уравнения (3) в пространстве 
L  представимо в виде: 

     
Re 0 Re 0

n l

n l

p t p t
n l

p p
x t q t e q t e

 
   , 

где nq  – полином степени 1nk  . Если доба-
вить условие mx P , то первая сумма отбра-
сывается и полученный результат совпадает с 
представлением решения, установленным в 
работах [14, 15]. 

2. В работах [6, 16] и [1, с. 56] рассмат-
ривалось пространство решений 

  : sup t
loc

t R
L x D x t e



 




      
  

, 

где   – любое вещественное число. Посколь-
ку при любом 0   справедлива оценка 

   0 tx t e dt 


  

   0
sup t t

t R
x t e e dt



 


   , 

то L L 
  . 

С помощью теоремы 1 получаем, что 
любое решение уравнения (3) в пространстве 
L  представимо в виде: 

   
Re Re

n l

n l

p t p t
n l

p p
x t q t e c e

 
   , 

где nq  – произвольный полином степени 
1nk  , lc  – любые комплексные числа. Данный 

результат совпадает с представлением решения, 
полученным в работах [6, 16] и [1, с. 56]. 

3. Возьмем в качестве пространства ре-
шений пространство Степанова–Массера: 

 1
,

1
: sup

p

m
t x s s

m p loc t st R
M x D e ds



 



     
  

 , 

где R , 1 p   , 0m N . При любом 
0   справедливы неравенства: 

   0

1

p

m
x s s

s
e ds 

 
  

   
10 1

p

m

k x s s
sk k

e ds


 

  

 
  
 
 

   

 
10 1

p

m

k x sk s
sk k

e e ds


 

  

 
  
 
 

   

 1

1 0
sup

p

m

t x s s k
st R kt

e ds e


 
 

 

 
   
 
 

 . 

Далее, с учетом неравенства Гёльдера имеем: 

   0 p tx t e dt  


  

   
1

0 2

1

p

m

p
x t t

t
e dt 

 

 
   
 
  

 
1

0 21
qq pm qtt e dt



 
    
 
 , 

где 1 1 1p q  . Следовательно, 

,
p

m pM L   . С помощью теоремы 1 полу-

чаем, что любое решение уравнения (3) в про-
странстве ,m pM   представимо в виде: 

     
Re Re

n l

n l

p t p t
n l

p p p p
x t q t e q t e

 
    , 

где nq  – полином степени 1nk  , lq  – поли-

ном степени  min 1,lk m . 
Отметим, что разрешимость уравнения 

(2) в пространстве ,m pM   анонсировалась в 

работе [16], но строго была доказана только в 
пространстве L . Как показано выше, разре-

шимость в пространстве ,m pM   может быть 

исследована (на основе теоремы 1) по крайней 
мере для уравнений вида (3). 

 
4. Краевая задача  
для сингулярного уравнения  

Покажем, как работают полученные 
выше результаты на примере сингулярного 
уравнения с линейно-преобразованным аргу-
ментом, аналогичного уравнениям из работы 
[2]: 

     
 

0, 0,1 ,

0 0,

a t
t bx t x t

x

   


 


         (4) 

где ,a b R , 1b  . 
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В соответствии с [2], будем искать ре-
шение задачи (4) в пространстве абсолютно 
непрерывных на  0,1  функций, для которых   

1

0

( ) px t dt     (1 p   ). 

С помощью замены ut b , 
( ) ( )ux b y u  сведем уравнение (4) к уравне-

нию вида (3): 

     ln 1 0y u a b y u    ,  u R .   (5) 

Выберем пространство, в котором удоб-
но искать решение уравнения (5). Решение 
уравнения (4) непрерывно на отрезке [0,1] , а 
значит, ограничено на нем. Следовательно, 

0y L . Условие  0 0x    переходит, соот-

ветственно, в условие   0y   . 
Отметим ряд свойств нулей характери-

стической функции уравнения (5), лежащих в 
правой полуплоскости и на мнимой оси.  

Во-первых, все они простые.  
Во-вторых, только корень с наибольшей 

вещественной частью может быть веществен-
ным.  

В-третьих, если два корня имеют оди-
наковую вещественную часть, то они – ком-
плексно-сопряженные. 

Используя пример 2 из раздела 3, и учи-
тывая условие   0y   , получаем, что ре-
шение уравнения (5): 
а) при  2ln 0,a b   только тривиальное; 

b) при  3
2ln ,0a b      представимо в виде 

  00
uy u A e , 

где 0  – вещественный корень характеристи-
ческой функции; 
c) при  3

2 2ln 2 , 2a b m m         , m N , 

представимо в виде 

  00
uy u A e   

    
1

cos sinn
m

u
n n n n

n
e A u B u


    , 

где 0 R  , 2 2 1Re Ren n np p    , n   

2 2 1Im Imn np p   ; 

d) при 5
2 2ln 2 , 2a b m m      , 0m N , 

представимо в виде 

      
1

1
cos sinn

m
u

n n n n
n

y u e A u B u





    , 

где 2 1 2Re Ren n np p   , 2 1Imn np     

2Im np . 

Во всех представлениях 0n  , а nA , 

nB  – произвольные вещественные числа. 
Возвращаемся к уравнению (4) и за-

ключаем, что его решение: 
a) при  2ln 0,a b   только тривиальное; 

b) при  3
2ln ,0a b      представимо в виде 

 
0

ln0 bx t A t


 ; 

c) при  3
2 2ln 2 , 2a b m m         , m N , 

представимо в виде 

   
0

ln ln0
1

cos log
n

b b
m

n n b
n

x t A t t A t
 


     

 sin logn n bB t  ; 

d) при 5
2 2ln 2 , 2a b m m      , 0m N , 

представимо в виде 

   ln
1

1
cos log

n
b

m

n n b
n

x t t A t



    

 sin logn n bB t  . 

Отметим, что свойства производной 
решения задачи (4) не использовались при 
изучении структуры пространства решений. 
Найденные представления решений показы-

вают, что условие 
1

0

( ) px t dt     обеспечива-

ется автоматически. Ограничения на p  тем 
более не существенны, пространство решений 
не меняется при любом 1 p   . 
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On solvability of autonomous delay differential 
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The existence and structure of solutions of autonomous functional differential equations on the 
real axis are studied. A detailed survey of papers on the subject is given at the beginning of the 
article. It is established that the space of solutions to homogeneous equations whose solutions are 
in the given space of integrally bounded functions is of finite dimensionality. The basis of the 
space is formed by the exponential type solutions generated by roots of the characteristic equa-
tion. The key point in the proof of the main result is the expansion of the solution in series by the 
exponential system. On this basis the equation is transformed so that the Fourier transform can be 
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used. The results obtained are used for the study of the boundary problem for the singular equa-
tion with delay. 

Keywords: autonomous delay differential equations; solvability on the axis; two-sided solution; 
space of functions with exponential weight. 


