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Введение 
 
Функционально-дифференциальное 

уравнение первого порядка со сжатием или 
растяжением аргумента  вида  

)()()( tbxktaxtx  , 
где a  и b  – постоянные коэффициенты (дей-
ствительные или комплексные) в литературе 
называется "уравнение пантографа". Такое 
название уравнение получило благодаря рабо-
те Дж. Р. Окендона и А.Б. Тайлера [1], опуб-
ликованной в 1971 г. и посвященной описа-
нию динамики токоприемника (пантографа) 
электровоза. К уравнению пантографа приво-
дят задачи из самых разных областей: техни-
ки, биологии, астрофизики, теории чисел. 

Систематическое изучение уравнения пан-
тографа началось с работ Л. Фокса, Дж. Р. Окен-
дона, А.Б. Тайлера [2], Т. Като, Дж. Б. Маклеода 
[3]. Различные обобщения этого уравнения изу-
чались, например, в работах [4–7]. 

В общем случае, уравнение, допускаю-
щее запись в виде 

,0))(),...,(),(,( )(
10  tqxtkxtkxtF n

n  
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в литературе принято называть обобщенным 
уравнением пантографа. 

В предлагаемой работе исследуется на 
разрешимость обобщенное уравнение панто-
графа с периодическими краевыми условиями: 

  )()()()()( 21 tftkxtbtkxtatx  , (1) 

       lxxlxx  0,0 , (2) 

где  lt ;0  функции ,,ba   1;0: Rlf  , 

2,1],1,0(  iki . 

1. Обозначения и вспомогательные 
утверждения 

Уточним основные понятия и термины, 
используемые в статье. Пусть  lLL pp ;0 , 

 p1  – пространство суммируемых в p -
ой степени функций Rly ],0[:  с нормой 

 
pl

p
p dssyy

1

0










  ;  lWW pp ;0  – про-

странство абсолютно непрерывных вместе с 
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первой производной функций 1],0[: Rlx   
таких, что pLx  , с нормой 

pW xxxx
p

 )0()0( ;  lLL ;0   – 

пространство измеримых и ограниченных в 
существенном функций Rlx ],0[:  с нор-
мой 

 
 txvraix

bat ;
sup


  .  

Обозначим через 0
pW  пространство 

          lxxlxxlWxW pp  0,0/;00  

с нормой пространства pW . 
Всюду в статье q  – сопряженный с p  

показатель, т.е. такой, что 111


qp
, 

 q1 . 
Определение.  Под решением задачи 

(1), (2) будем понимать всякую функцию 
 lWx p ;0 , удовлетворяющую почти всюду 

на  l;0  уравнению (1) и периодическим крае-
вым условиям задачи (2). 

Задача (1), (2) допускает в пространстве 
0
pW  запись в виде операторного уравнения 

FxLx  ,                          (3) 
где операторы pp LWFL 0:,  определяются 
следующим образом:  

)())(( txtLx  , 
)()()()()())(( 21 tftkxtbtkxtatFx  . 

Здесь и далее  Lba j, , pLf  . 
Для линейного оператора YXL : , 

где YX ,  – банаховы пространства, через 
Lker  и imL  соответственно обозначим ядро 

и образ оператора. 
Нам потребуется понятие обобщенно 

обратного к оператору L  оператора. Пусть 
XXP :  – проектор на ядро оператора L  

и PIP C   – дополнительный проектор. 
Понятие обобщенно обратного оператора имеет 
различные трактовки, в работе мы будем следо-
вать определению, сформулированному в [8]. 

Определение.  Оператор 
XimLK p :  

будем называть обобщенно обратным к опе-
ратору YXL : , ассоциированным с про-
ектором Р, если справедливы равенства: 

1) 0ILK p  , где YimLI :0  – опера-
тор естественного вложения; 

2) c
p PLK  ; 

3) pp
c KKP  . 

Следующая лемма дает некоторые ха-
рактеристики оператора L , которые потре-
буются нам далее. Приведем ее здесь без до-
казательства. 

Лемма 1. Для оператора pp LWL 0:  
справедливы следующие утверждения: 

1. Ядро и образ оператора L  определя-
ются равенствами 

},)(/{ker 0 RCCtxWxL p  , 

}.0)(/{
0

   dyLyimL
l

P  

2. Операторы 00: pp WWP   и 

pp LLQ : , определяемые равенствами 

)0(xPx  , dssy
l

yQy
l


0

)(1
, 

являются проекторами соответственно на яд-
ро и образ оператора L . 

3. Обобщенно обратный для оператора 
L , ассоциированный с проектором P , имеет 
вид 

dsssy
l
tdssystyK

lt

P  
00

)()()(  

и его норма удовлетворяет неравенству 

qP q
lK

1
1


 . 

Для определения условий разрешимо-
сти уравнения (3), а следовательно, и задачи 
(1), (2), воспользуемся следующей теоремой. 

Для удобства дальнейшего изложения 
работы приведем формулировку теоремы в 
удобной для нас редакции. 

Теорема 1 [9]. Пусть 0ker XLX   – 
разложение в прямую сумму замкнутых 
подпространств и выполнены следующие 
условия: 

1) L  – нетеров; 
2) F  – вполне непрерывен, его норма 

удовлетворяет оценке: 

XY xFx   ; 
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3) существуют такие числа 0,  , 

что для каждого элемента 00 Хх   существу-
ет элемент Lu ker , удовлетворяющий тре-
бованиям imLuxF  )( 0 ,   0xu ; 

4) 1)1(  PK . 

Тогда уравнение (3) имеет хотя бы одно 
решение. 

Нам потребуется следующая 
Лемма 2. Для любого элемента pWx  

справедливы неравенства: 

,)( 0 pWxktx   ,)( 1 pWxktx   

где         









 q

q
klklkl

1
;;1max0 , 

 q kl;1max1  . 
Доказательство.  Для доказательства 

первого неравенства леммы используем пред-
ставление 

 
tk

dssxstkxtkxtkx
0

)()()0()0()( . 

Получим 

 
tk

dssxstkxtkxktx
0

)()()0()0()(  




 p
q x

q
lklkxlkx
1

)0()0(  

pWx1 . 

Аналогично доказывается второе нера-
венство. Лемма доказана. 

2. Теорема существования 
Сформулируем и докажем теорему су-

ществования в терминах исходной задачи. 
Теорема 2. Пусть выполнены следую-

щие условия: 

1) 0)(
0

 dttf
l

; 

2) 0)(
0


l

dttb ; 

3)   11   ; 

где   )~~( 0211  balp  , ,

)(
0



l

q

dttb

l
  

 q lk111 ;1max , 














 q

q
lklklk
1

;;1max 2
2202 , 

 aa~ ,  bb~ . 
Тогда задача (1), (2) имеет хотя бы одно ре-
шение в пространстве  lWp ;0 . 

Доказательство.  Для доказательства 
теоремы проверим условия 1)–4) теоремы 1. 

Очевидно, что условие 1) теоремы 1 
справедливо. 

Нетрудно видеть, что оператор 

pp LWF 0: , 

)()()()()())(( 21 tftkxtbtkxtatFx   
является вполне непрерывным и для его нор-
мы справедлива оценка: 

0
pWp xFx   ,  

где ptf )( , )~~( 0211  balp  . 

Действительно, с применением леммы 2, 
получим 


pp

tftkxtbtkxtaFx )()()()()( 21  

0)~~()( 0211
pp WW

p
p

xxbaltf   . 

Таким образом, условие 2) теоремы 1 
выполнено. 

Для проверки выполнения третьего ус-
ловия теоремы 1 применим методику, анало-
гичную методике, использованной авторами в 
работе [10]. Рассмотрим уравнение 

,0)(  uxFQC
                     (4) 

где Lu ker , x  – некоторый элемент 0X . 
Если при каждом фиксированном 0Xx  
данное уравнение имеет решение, то сущест-
вует оператор ,Т  удовлетворяющий условию 

imLTxxF  )( . Составим уравнение (4) для 
нашего случая: 

  
l

dtutbtkxtbtkxtatf
0

21 ,0)()()()()()(   

где Lu ker . 
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В качестве оператора LXT ker: 0   
возьмем оператор 

 



l

l dttkxtbtkxta
dttb

Tx
0

21

0

.)()()()(
)(

1  

Этот оператор существует, что следует из ус-
ловий 1) и 2) теоремы. Оценим норму этого 
оператора.  

Имеем 











 



ll

lW dttkxbdttkxa

dttb

Tx
p

0
2

0
1

0

)(~)(~

)(

1
0

00

0
)(

pp WWl

q
xx

dttb

l 




. 

Выполнение условия 3) теоремы 1 доказано. 
Справедливость условия 4) теоремы 1 

немедленно следует из леммы 1 (утверждение 3 
об оценке нормы обобщенно обратного опе-
ратора PK ) и условия 4) теоремы.  

Следовательно, существует хотя бы од-
но решение операторного уравнения (3), а 
значит и рассматриваемой периодической 
краевой задачи (1), (2). Теорема доказана. 

 
3. Обсуждение результатов  
и некоторые обобщения 

 
В этом пункте рассмотрим некоторые 

следствия из теоремы 2, а также проведем 
анализ полученных условий разрешимости. 

Для содержательного анализа получен-
ного результата рассмотрим следующий част-
ный случай.  

Рассмотрим уравнение 
  )()( tftkxbtx  , (5) 

полагая 2 qp . Здесь  lt ;0  функция 

2Lf   1Rb , 0b , ]1,0(k . В качестве 
анализируемых параметров выступят пара-
метры b , k , l . 

Условия разрешимости периодической 
краевой задачи для уравнения (5) сформули-
руем в виде следующей теоремы. 

Теорема 3. Пусть выполнены следую-
щие условия: 

1) 0)(
0

 dttf
l

; 

2) 0b ; 
3)   11 bl ; 

где 









3

;;1max klklkl . 

Тогда задача (5), (2) имеет хотя бы одно ре-
шение в пространстве  lW ;02 . 

В случае, когда параметры задачи тако-
вы, что 1kl  условие 3) теоремы 3 принима-
ет вид: 12 bl . 

На рис. 1 изображена область разрешимо-
сти задачи (5), (2) в рассматриваемом случае. 

 
Рис. 1. Область разрешимости зада-
чи (5), (2) по параметрам ),( bl  в слу-
чае 1kl  при 1,0k  
 
Из рис. 1 видно, что с увеличением 

длины промежутка, на котором рассматрива-
ется периодическая краевая задача, параметр 
b  должен быть как можно меньше. 

Считаем, что особенность этого случая 
состоит в том, что коэффициент «сжатия» k  
не присутствует в условиях разрешимости. 

В случае, когда 31  kl  условие 3) 
теоремы 3 будет иметь вид:  

1)1(3  klbkl .  

На рис. 2–4 изображены области разре-
шимости задачи (5), (2) в пространстве пара-
метров ),( bk , ),( lk  и ),( bl  соответственно.  
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Рис. 2. Область разрешимости задачи 
(5), (2) по параметрам ),( bk  в случае 

31  kl  при 2l  

 
Рис. 3. Область разрешимости задачи 
(5), (2) по параметрам ),( lk  в случае 

31  kl  при 1,0b . 

 
Рис. 4. Область разрешимости зада-
чи (5), (2) по параметрам ),( bl  в слу-
чае 31  kl  при 8,0k  

Отметим, что случай 5,0b  требует 
более детального анализа с применением, 
возможно, численного моделирования. 

Также очевидно, что при малых значе-
ниях параметра b , длина промежутка, на ко-
тором рассматривается задача, может быть 
достаточно большой.  

В случае, когда 3kl  условие 3) тео-
ремы 3 будет иметь вид:  

1)
3

1(
3

2 
klklkbkl . 

Этот случай требует дополнительного 
исследования и ему будет посвящена отдель-
ная работа.  

Рассматриваемый в статье подход по-
зволяет обобщить теорему 2 на случай урав-
нения: 

   


1

1
)()(

m

i
ii tkxtatx  

)()()(
2

1
tftkxtb

m

j
jj 


,             (6) 

где  Lai , ]1,0(ik , 1,1 mi   Lb j, , 

]1,0(jk , 2,1 mj  , pLf  . 

Соответствующее утверждение приве-
дем без доказательства. Справедлива 

Теорема 4. Пусть выполнены следую-
щие условия: 

1) 0)(
0

 dttf
l

; 

2) 0)(
1 0

 


m

j

l

j dttb ; 

3)   11   ; 

где         )~~(
21

1
0

1
1 




m

j
j

m

i
ii

p bal  , 

,
)(

1 0
 



m

j

l

j

q

dttb

l  

 q
ii lk;1max1  , 


 ii aa~ , 1,1 mi  , 










 q

j q
lklklk
1

;;1max 2
220 , 


 jj bb~ , 

2,1 mj  . 
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Тогда задача (6), (2) имеет хотя бы одно 
решение в пространстве  lWp ;0 . 
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Periodic boundary value problem for the multi-pantograph equation is considered. In this paper 
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