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Рассмотрены основные направления формирования учения о перестановках с начала XIX 
столетия. Описан исторический процесс накопления результатов исследований. Отмечен 
научный вклад в структуру и развитие учения в XIX–XX столетиях: Г.А. Роте, Э. Безу, 
П.С. де Лаплас, М. Штерн, О. Терквем, Д. Андре, Р. Спраг, Дж. Риордан, Д. Тушар, А. Кэли, 
Т. Мьюир, П. Тэйт и др. Установлена структура учения о перестановках, сложившаяся к се-
редине XX века. 
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Введение 
Предлагаемый материал относится к 

теории перечисления – важной составной час-
ти комбинаторного анализа. Многие вопросы 
ее развития, в том числе и современное со-
стояние, до сих пор не решены. 

Для выяснения общей структуры уче-
ния о перестановках, сложившейся к настоя-
щему времени, нами на основе изучения и 
анализа первоисточников был выполнен по-
иск основных направлений его развития. 
Кроме того, представлены различные методы 
решения перечислительных задач, предприня-
та классификация последних. В результате 
оказались выделенными два тесно связанных 
между собой направления развития в зависи-
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мости от того, как трактуются перестановки: в 
виде упорядоченных совокупностей данных 
дискретных объектов или – как нарушение 
стандартного (естественного) порядка эле-
ментов. Первое носит комбинаторный харак-
тер и исторически появилось довольно рано, 
второе обычно используется в теории групп и 
стало развиваться со второй половины XIX 
столетия. 

Предпринятое исследование позволило 
выявить основные этапы развития комбинатор-
ного направления и раскрыть их содержание. 

Этапы развития учения 
1. Учение о перестановках имеет дол-

гую историю. Составлением конечных упоря-
доченных дискретных множеств и нахожде-
нием их числа занимались еще в древней и 
средневековой Индии, странах ислама, Запад-
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ной Европе. Как составная часть элементар-
ной комбинаторики это учение оформилось к 
началу XVIII в. благодаря трудам Г.В. Лейб-
ница и Я.I Бернулли. Оно содержало формулы 
для подсчета перестановок и размещений без 
повторений, с ограниченным и неограничен-
ным повторениями элементов, а также выяс-
нением зависимости между этими видами со-
единений. Кроме того, в XVIII в. были указа-
ны многочисленные приложения найденных 
результатов к решению задач из различных 
разделов математики [1]. 

2. Начало XIX в. ознаменовало качест-
венно новый этап в изучении перестановок: 
они стали предметом самостоятельного иссле-
дования. Актуальности таких работ способст-
вовало решение задач алгебры, теории вероят-
ностей, геометрии, теории чисел и других, 
смежных с комбинаторикой, дисциплин. Пре-
жде всего, были найдены новые виды переста-
новок, изучена их структура, выяснены взаи-
мосвязи. В работе [2] 1800 г. Г.А. Роте ввел 
понятие пары родственных перестановок, та-
ких, что каждый k-й элемент, стоящий на l-м 
месте одной совпадает с элементом l, находя-
щемся на k-м месте другой. Он изучал их свой-
ства и доказал, в частности, первую теорему о 
том, что такие перестановки имеют одинако-
вый знак. Перестановка называется родствен-
ной себе или самосопряженной (термин при-
надлежит П.А. МакМагону), если в ней любой 
элемент k стоит на l-м месте, а l – на k-м. Для 
числа таких перестановок Роте привел без 
обоснования рекуррентную формулу 

un = un-1 + (n-1)un-2, где u1 = 1, u2 = 2. 

Строгое ее доказательство с использованием 
комбинаторных соображений дал Т. Мьюир 
(1889). Он же получил и независимую форму-
лу для un : 
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используя разложение определителя n-го по-
рядка по определителям более низких поряд-
ков с нулями на главной диагонали [3]. Рас-
ширение понятию родственных перестановок 
дал П.А. МакМагон (1895). 

3. Другими перестановками, связанны-
ми с данной, являются обратная (ее элементы 
записаны в обратном порядке) и дополни-
тельная (каждый элемент (n + 1 – k) получен 
заменой элемента k данной перестановки). 
Многочисленные работы на протяжении всего 
XIX в. были посвящены изучению свойств та-

ких перестановок и выявлению зависимостей 
между ними. В частности, Т.Б. Спраг в конце 
столетия создал "новую алгебру", которую 
можно считать своеобразным итогом много-
численных исследований о перестановках. 

Хотя рассмотрением инверсий в пере-
становках занимались еще Хр. Крамер (1750), 
Э. Безу (1764), П.С. де Лаплас (1772, 1776), 
первым стал изучать математическую сторону 
вопроса Г. Роте (1800), заложив тем самым 
основы теории. Он установил наибольшее и 
наименьшее число инверсий в перестановках 
из n элементов, а также их количество в двух 
взаимно обратных перестановках. Усилиями 
М. Штерна [4] и О. Терквема [5] (1838) полу-
чена формула для числа инверсий  
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где )(n
kJ  – количество перестановок из n эле-

ментов, имеющих ровно k инверсий. Терквем 
доказал, кроме того, соотношения: 
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Он нашел также рекуррентную формулу для 
)(
1
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   . К концу XIX в. ос-

новные вопросы теории инверсий были ре-
шены. 

4. Особый интерес ученых второй поло-
вины XIX в. касался исследований внутрен-
ней структуры перестановок. В ряде статей 
1870-х гг. И.Д. Бьенэме ввел понятие последо-
вательностей в перестановках: пусть a1, a2, 
…, an – некоторая перестановка из элементов; 
образовываются разности a2 – a1, a3 – a2, …, an 
– an-1, и рассматриваются их знаки, для обо-
значения которых введены символы 
sgn(a + 1 – a), n,2 . Числа a, a + 1, …, a, 
следующие друг за другом, образуют после-
довательность в перестановке, если 

sgn(a – a - 1)  sgn(a+1 – a)  … 
  sgn(a – a - 1)  sgn(a+1 – a). 

Последовательность называется воз-
растающей (убывающей), когда разность 
a+1 – a положительна (отрицательна). Каж-
дой из таких последовательностей Бьенэме 
дал геометрическую интерпретацию [6]. 
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Подсчетом последовательностей в пере-
становках и изучению свойств последних по-
святил более десятка работ конца XIX в. 
Д. Андре [7]. Ему принадлежит доказательст-
во рекуррентной формулы для нахождения 
Рn, s числа перестановок из n элементов, 
имеющих ровно s инверсий: 

Рn, s =sРn – 1, s +2Рn – 1, s – 1 + (n – s)Рn – 1, s – 2, 
причем Рn, 1 = 2; Рn, 2 = 2Рn – 1, 2 + 4; Рn, n +  = 0 
при  = 0, 1, 2, … 

Андре рассмотрел также частные виды 
перестановок: альтернированные (содержа-
щие n – 1 инверсий) и квазиальтернирован-
ные (n – 2 инверсий), получив для их числа An 
и Bn, соответственно, общую и рекуррентную 
формулы: 
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Кроме того, для каждого вида переста-
новок ученый указал производящие функции 
[8, 9]. Андре решал также вопросы, связанные 
с последовательностями в круговых переста-
новках. 

5. Еще одно направление исследований 
посвящено изучению перестановок, на пози-
ции элементов которых наложены определен-
ные ограничения. С XVIII в. и до нашего вре-
мени не теряет актуальности задача подсчета 
перестановок из n различных упорядоченных 
элементов, в которых p (0  p  n) не сохра-
няют своих первоначальных позиций. Одной 
из них («задаче о встречах») П.Р. де Монмор 
(1708) дал формулировку: определить )0(

nP  
число перестановок из n элементов, в которых 
ни один не занимает своей первоначальной 
позиции. К решению задачи и ее обобщениям 
обращались впоследствии многие. Дело в том, 
что аналогичные вопросы появлялись в раз-
личных естественнонаучных дисциплинах и 
ученые, принимаясь за их решение, не были 
знакомы с результатами других. Поэтому со 
времен Эйлера было получено большое коли-
чество рекуррентных формул, в частности: 

n
nn nPP )1()0(

1
)0(   ; ))(1( )0(

2
)0(
1

)0(
  nnn PPnP ; 

)1()1(
2

)0()0(  


 nPCkP
n

k
kn

k
nn .       (1) 

Появилась и независимая формула 





n

r

r
n r

nP
2

)0(

!
1)1(! , (2) 

которая на протяжении XIX столетия неодно-
кратно переоткрывалась, причем каждый ав-
тор приписывал себе приоритет в ее доказа-
тельстве. И. Эттингер (1837) и С. Кантор 
(1883) пришли к ней, исходя из комбинатор-
ных соображений, М. Кантор (1857) – в гео-
метрии при решении конфигурационных про-
блем, ставших актуальными со времен 
К.Г.Х. Штаудта; Д. Вейраух (1872), изучая 
свойства определителей, Силлхоф (1884) – в 
алгебре, А. Кэли (1890), занимаясь вопросами 
теории латинских квадратов. Перестановки, 
определяющие две строки таких квадратов, 
принято называть противоречивыми. 

Однако, как было установлено, (1) и (2) 
были получены еще П. Монмором и 
Н.I Бернулли, о чем свидетельствует материал 
переписки этих ученых за 1710–1711 гг., по-
мещенный во втором издании книги Монмора 
"Очерк анализа азартных игр" (1713) [10]. 

С перестановками, относящимися к "за-
даче о встречах", тесно связана "задача о гос-
тях", предложенная Е. Люка (1891), и извест-
ная больше под французским названием как 
"задача о супружеских парах" [11]. В ней тре-
буется определить число всевозможных раз-
мещений (за круглым столом) n супружеских 
пар при условии чередования мужчин и жен-
щин и с запрещением жене сидеть рядом со 
своим мужем. В терминах перестановок с ог-
раничениями на позиции их элементов она 
состоит в нахождении всех перестановок из n 
элементов, противоречивых с двумя данными 
противоречивыми перестановками. Именно в 
таком направлении предпринимались попыт-
ки ее решения в XIX – XX вв. 

Уместно заметить, что еще за 13 лет до 
Люка П. Тэйт в своих исследованиях по тео-
рии узлов и переплетений (1878) пришел к 
аналогичной проблеме. Попытка найти общее 
решение не привела к успеху, правда, он по-
лучил рекуррентную формулу [12]. В том же 
году рекуррентные решения были даны 
Т. Мьюиром и А. Кэли. Первый сформулиро-
вал задачу в терминах определителей: найти 
число членов в разложении определителя n-го 
порядка, у которого все элементы, стоящие на 
главной диагонали, соседней с ней "ломаной" 
диагонали и первый элемент нижней строки 
равны нулю [13]. Для нахождения искомого 
числа перестановок Tn Мьюир доказал две 
формулы: 
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А. Кэли получил рекуррентную форму-
лу, используя метод включения и исключе-
ния, а также теоретико-групповые соображе-
ния: 

n! – 2[1]n(n – 1)! + (2[1, 1]n + 3[2]n)(n – 2)! – 
 – (23[1, 1, 1]n + 6[2, 1]n + 4[3]n)(n – 3)! + 
+ (24[1, 1, 1, 1]n + 322[2, 1, 1]n + 32[2, 2]n + 
+ 42[3, 1]n + 5[4]n)(n – 4)! – …, 

где символ [, , …, ]n означает число спосо-
бов выбора из n элементов , , …,   сосед-
них, причем каждая группа соседних элемен-
тов отделена от другой хотя бы одним эле-
ментом. Коэффициент при этом символе на-
ходится как произведение 

( + 1)( +1)…( + 1). 
Для искомого числа перестановок Кэли по-
строил также производящую функцию [14]. 

Независимое решение "задачи о гостях" 
было найдено лишь в 1934 г. Д. Тушаром: 
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Кроме того, он построил производящие 
функции для этой задачи в случае круглого и 
прямоугольного (тогда гости рассаживаются 
по одну сторону) столов, установив, что меж-
ду этими функциями имеет место рекуррент-
ная зависимость [15]. 

К перестановкам с ограничениями на 
позиции элементов приводили и другие зада-
чи практического характера. Так как число 
таких перестановок постоянно возрастало, то 
возникла проблема объединения их в классы. 

6. С конца XIX в. стали разрабатываться 
общие подходы к решению перечислительных 
задач. Для реализации этой цели изучались 
соответствующие им схемы ограничений. По-
следние представляли собой квадратные таб-
лицы, в которых переставляемые элементы 
соответствуют номерам столбцов, а их пози-
ции – номерам строк. Крестик, стоящий на 
пересечении строки и столбца, означает соот-
ветствующее ограничение. 

К настоящему времени выделились, как 
нам представляется, наиболее важные классы 
перечислительных задач, имеющие диаго-
нальные (лестничные), прямоугольные и тре-
угольные схемы ограничений. Первые связаны 
с латинскими прямоугольниками, интерес к 

которым стал проявляться со времен 
Л. Эйлера (1782) [16]. В нормализованных 
(2, n) – прямоугольниках вторые строки со-
держат только такие перестановки, которые 
фигурируют в "задаче о встречах". Между 
числом K (2, n) таких прямоугольников и все-
ми решениями "задачи о встречах" имеется 
простая связь: )0(),2( nPnK  . Более сложная 
зависимость между нормализованными трех-
строчными латинскими прямоугольниками и 
числом решений Tn "задачи о гостях" была 
получена в 1949 г. Дж. Риорданом [17]: 
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С середины XX в. стали появляться и 
общие результаты. Было получено много ре-
куррентных формул для подсчета K(3, n) че-
рез прямоугольники более низких порядков 
(Дж. Риордан, 1952; П. Эрдеш и И. Каплан-
ский, 1946; С. Керевала, 1947; К. Ямамото, 
1949, 1951 и др.). 

Дальнейшим усложнением является пе-
реход к схемам ограничений, подобным трех-
ступенчатой лестнице. Задачи такого рода 
некоторым образом связаны с четырехстроч-
ными нормализованными латинскими прямо-
угольниками. Однако о них к настоящему 
времени известно немного. 

Прямоугольные схемы ограничений 
появились при наличии в перестановках неко-
торого числа одинаковых элементов, как это 
имеет место, например, при решении задачи о 
парных картах, состоящей в подсчете числа 
таких карт в колоде, сложенной произволь-
ным образом. Для случая двух колод парными 
считаются одинаковые карты, находящиеся в 
каждой из них на одной и той же позиции. 
Для большего числа колод открываются иные 
возможности. Парными можно называть оди-
наковые карты, занимающие одну и ту же по-
зицию во всех колодах или по крайней мере в 
k из n. В общем случае спецификация колод 
(по числу колод каждого вида) является про-
извольной. 

Простейшим является случай двух ко-
лод, в каждой из которых карты перенумеро-
ваны числами от 1 до n. Так как важны отно-
сительные, а не абсолютные позиции карт в 
колоде, то карты в одной из колод можно рас-
положить в естественном порядке и сравни-
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вать ее со второй, упорядоченной всевозмож-
ными способами. Порядок карт первой коло-
ды определяет позиции, в которых может 
произойти образование пар, а спецификация 
второй колоды – элементы, которые могут 
оказаться парными в этих позициях. Если 
имеется s видов карт, учитывающихся при 
образовании пар, и в первой колоде число 
карт i-го типа равно ni, а во второй – mi, то 
схема образования пар будет состоять из s 
разобщенных прямоугольников, где i-й пря-
моугольник имеет размеры ni  mi. 

Колода обычных игральных карт со-
держит карты 13 различных достоинств. Карт 
каждого достоинства – 4, любая из них отли-
чается мастью. Поэтому образование пар мо-
жет осуществляться либо по достоинству, ли-
бо по масти и описывается в каждом случае 
соответствующими ладейными многочле-
нами. Непосредственное вычисление каждого 
из них, даже для двух колод с большим чис-
лом карт, несмотря на ясность путей, практи-
чески неосуществимо, поэтому его обычно 
заменяют приближенными методами. Еще 
более усложняются задачи, когда рассматри-
вается несколько (n > 2) колод. В исследова-
ниях этого направления, начиная с 50-х гг. 
XX в., основным является получение асим-
птотических результатов (Р. Спраг, 1949; 
Дж. Риордан, 1954; Н. Менделаски, 1956; 
К. Ямамото, 1956 и др.). 

Наконец, треугольные схемы ограниче-
ний тесно связаны с задачей С. Ньюкомба, 
состоящей в следующем: колода карт произ-
вольной спецификации складывается в одну 
стопку до тех пор, пока карты выпадают в по-
рядке возрастающего (неубывающего) стар-
шинства. При появлении карты младшей 
предшествующей складывается новая стопка 
и т.д. Сколькими способами можно получить 
k таких стопок? Эта задача эквивалентна пе-
речислению по числу подъемов перестановок 
из n занумерованных элементов, среди кото-
рых могут быть и одинаковые при условии, 
что стоящие рядом одинаковые элементы 
считаются расположенными в возрастающем 
порядке. Результаты этого направления прак-
тически стали появляться с 50-х гг. XX в. 
(А. Сэйд, 1949; Дж. Риордан, 1951, 1953; 
Л. Карлиц, 1953 и др.). Не утрачено внимание 
к ним и в наши дни. 

Проявление значительного интереса к 
комбинаторному анализу, начиная с середины 
XX в., связано с бурным развитием киберне-

тики, дискретной математики и широким ис-
пользованием компьютерной техники. В этот 
же период активизировался интерес к класси-
ческим комбинаторным задачам и, в частно-
сти, перестановкам. 

Заключение 
Таким образом, комбинаторное направ-

ление учения о перестановках, сложившееся к 
настоящему времени, имеет богатую историю, 
разнообразные практические приложения и 
изобилует еще не решенными вопросами. 

Другой подход к трактовке перестано-
вок, связанный с нарушением стандартного 
расположения элементов, стал изучаться в 
теории групп подстановок с середины XIX в. 
В этом случае каждая перестановка может 
быть однозначным образом представлена в 
виде циклов и влечет появление новых видов 
комбинаторных задач, в частности: опреде-
лить число перестановок из n содержащих в 
точности (0  k  n) единичных циклов, т.е. в 
которых k элементов сохраняют свои пози-
ции; l r-циклов; k r- или s-циклов и т.д. Кроме 
того, на сами циклы могут быть наложены 
ограничения, например, чтобы они содержали 
элементы в определенной последовательности 
и др. Это направление учения о перестанов-
ках, назовем его алгебраическим, также полу-
чило разнообразные приложения и заслужи-
вает отдельного освещения. 
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