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����� !	��"������ �������
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��#� �
��� � ����	�
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��� !� �	�
���� ��# ���
��	�� $�� ����
�� ���2��+ A
��� �	
����
��# &/(� � ���������� � � �
����� !	��"�
������� �!����
%� ���2��� !�������� � B�
����� � 	
"������ �	��
� � �����
 !	����
��-�� ����	��� ��
!�	
��	� � �	���� �
��
��	�� &'7C)=(+

1��������� � �������� ����
���������
���� �	�
� !	������	��� !�"���#%� ������
���#��� �
 !�������� � B���
 ����
����
��"
�-����+ ����
����� � -�� ��	
� ���
������ �����
 ���� �
�%� �����%-��
���D

Ẋ(t) = A(t)X(t) +

∫ t

t0

B(t, τ)X(τ) dτ+

+ c(t) +G(t)V (t), X(t0) = X0. �=+'�

. $��� �	
�����#� t C �	�
#� t ∈ T = [t0, T ]�
T < +∞E

X(t) = col
(
X1(t),X2(t), . . . ,Xn(t)

)
�

V (t) = col
(
V1(t), V2(t), . . . , Vm(t)

)
C ����
���� �����	��� !	������� �!	����#�
%-�� �����#��� �����
� ������	 �����#��#�
� ����
���� ��"
�-���#E

c(t) = col
(
c1(t), c2(t), . . . , cn(t)

)
,

A(t) = {aij(t) } ∈ Mn×n,

B(t, τ) = {bij(t, τ) } ∈ Mn×n

�bij(t, τ) � 0 ��# ���� τ � t ∈ T��

G(t) = {gij(t) } ∈ Mn×m

C ������
���� �����	 � 
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� �
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 �����	 V (t) ��
���
�������� ��"
����
 �� X0E R

s C ��
��
	��
��� ��������� !	���	
����� 	
"
�	����� s�
R = (−∞,+∞)E col

(
d1, d2, . . . , ds

)
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?���� X0 C �
����� ����
���� �����	 ��
"�
����#
� � Rn�

mX0 = E [X0] ,

DX0X0 = E
[
{X0 −mX0}{X0 −mX0}�

]
;

V (t) C ����
���� !	������ ���������	#�
%-�� �����	��
� �������
� ��� ���

dV (t) = HV (t) dt+Q dW (t), �'+'�

t ∈ (t0, T ] �'+)�

�� ����
���
 �
�
����
 �������


V (t0) = V 0. �'+*�

. �	
������ �'+'�

H = {hij } ∈ Mm×m

�
Q = {qij } ∈ Mm×r

C "
�
���� !����#���� 

�	���E

W (t) = col
(
W1(t),W2(t), . . . ,Wr(t)

)
C �����	��� ����	������ ����
���� !	��
���� � ��"
����
�
� ��
!�����

�� �
����
��� ��� � � -���
# !	��"����
# !� �	�
���
t� � �"�
�
�

# ��	�"

Ẇ (t) = col
(
Ẇ1(t), Ẇ2(t), . . . , Ẇr(t)

)
,

���� �����	��� �
���������  ���� @�
 �
��"
����
�
� ��
!�����

��

E
[
Ẇ (t)

]
= 0,

E
[
Ẇ (t)Ẇ

�
(t′)

]
= 2π Er δ(t − t′);

δ C �����
�������# ��	
�
E � C ��
���
�	
��!���	��
��#E Es C �������
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����#
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���#� ��� !�������� ��	�#������
�����	
 V 0 C �
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�	��
�
 ���!�	��� DV0V0 = E[V 0 (V 0)

�]+ 5	�
�
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�	��� H � Q �
�
����� ��� V C ����
���� !	����� ���	���
!�	#��
+ ������
������� {V (t), t ∈ [t0, T ]}
C ��
����
	��� ����	�	��
���� ��!	�	���
��� � �	����
 ��
�	
�������
 �
���������
����
���� !	������ ��# ����	���

mV (t) = E [V (t)] = mV0 = 0,

CV V (t1, t2)=E
[
V (t1)V

�(t2)
]
=CV V (t1 − t2),

DV V (t) = DV V = CV V (0) = CV0V0 .

������
#� ��� X0 � V C �
���������
����
���� �����	 � !	����� �������������
��� ���������� �	
������ �=+'� � �'+'�� 

�
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"
���� ��@� !	��!���2���#�

�2�� ���
������� ��� {X(t), t ∈ [t0, T ]}
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 X(t)� 
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��� ���
	�
������� ������� X(t) �
�����	�
 ��"
�-���# V (t)D

mX(t) = E [X(t)] ,

CXX(t1, t2) = E
[
X(t1)X

�(t2)
]
−

−mX(t1)m
�
X(t2),

DXX(t) = CXX(t, t),

CXV (t1, t2) = E
[
X(t1)V

�(t2)
]
,

CV X(t1, t2) = E
[
V (t1)X

�(t2)
]
.
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Y (t) = col(X(t),V (t)) �� "�
����#
� �
Rn+m+ A���
 �����	�������# 
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���� �2��
��# mY (t) �� "�
����#
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�	��
 ���
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������� �������
CY Y (t1, t2) ∈ M(n+m)×(n+m) ����
����� !	��
����
 Y (t) �!	����#��# ������@���#
�

mY (t) =

[
mX(t)
0m

]
, �)+'�

CY Y (t1, t2) =

[
CXX(t1, t2) CXV (t1, t2)

CV X(t1, t2) CV V (t1, t2)

]
.

�)+)�

.�������� ����
���� !	����� Y (t)  ��
��� ���������	#�� �����
� ����

dY (t) =
{
A(t)Y (t)+

+

∫ t

t′
B(t, τ)Y (τ) dτ + c(t)

}
dt+

+ Q dW (t), t0 � t′ < t � T

�)+*�

�� ����
���
 �
�
����
 �������


Y (t′) = Y ′,

Y ′ = col(X0,V 0) ��# t′ = t0.
�)+/�

. �	
������ �)+*� 

�	���

A(t) ∈ M(n+m)×(n+m),

B(t) ∈ M(n+m)×(n+m),

G(t) ∈ M(n+m)×m,

Q ∈ M(n+m)×r

� �����	
c(t) ∈ Rn+m

�
�%�  �����% ��	����	� � �!	����#%��#
�
�D

A(t) =

[
A(t) G(t)
Om×n H

]
,

B(t) =

[
B(t) On×m

Om×n Om×m

]
, c(t) =

[
c(t)
0m

]
,

G(t) =

[
G(t)
Om×m

]
, Q =

[
On×r

Q

]
,

��� Os×q � 0s Q ������� 

�	��
 � �����	
	
"
�	������ s× q � s ��������������+

.����
 �	�
����% �����

t0= t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk < . . . < tN =T,

hk = tk − tk−1, k = 1, 2, ..., N,

max
k

hk = h∗ � 1,

�
�� ��� � 

�	����� #�	� B(t, τ) �
 ��	�"��
Δk = [tk−1, tk]� k � 1 � ����
������ ������
���% 
�2��  ��� "

����� �


B̂k(t, τ) =

L∑
�=0

B̂k�(t) (τ − tk−1/2)
�,

���

B̂k�(t) =
1

�!

∂�B(t, τ)

∂τ �

∣∣∣∣
τ=tk−1/2

,

tk−1/2 =
tk−1 + tk

2
.

33



���� ��
�	���

A���
 ��# ��	�"�
 Δk 
!!	����

��% ������

� �)+*� � �
�
����
 �������
 �)+/� 
�2��
"
!��
�� �
�D

dY k(t) =
{
A(t)Y k(t)+

+

∫ t

tk−1

B̂k(t, τ)Y k(τ) dτ + c(t)
}
dt+

+ Q dW (t), tk−1 < t � tk, �)+3�

Y k(tk−1) = Y k−1(tk−1). �)+7�

.����
 ����� ���"������� ����
����
�����	�������� {Zk�(t), � = 0, L, t ∈ Δk} �
!�
�-�% ������@���#

Zk�(t) =

∫ t

tk−1

(τ − tk−1/2)
� Xk(τ) dτ.

A���
 �����

 ��� ��# �����	���� ����
��
���� !	�����
 Ξk(t) = col

(
Y k(t),Zk�(t), � =

0, L, t ∈ Δk

)
 ���� �
��� ���D

dΞk(t) =
[
Ak(t)Ξk(t) + ck(t)

]
dt+

+Qk dW (t), �)+9�

Ξk(tk−1) = Ξk−1(tk−1), �)+;�

���

Ak(t) =

[
A(t) A[12]

k (t)

A[21]
k (t) A[22]

k (t)

]
,

A[12]
k (t) =

[
B̂k0(t) ... B̂kL(t)

Om×n ... Om×n

]
,

A[21]
k (t) =

⎡⎢⎢⎣
En On×m

(t− tk−1/2)En On×m

... ...
(t− tk−1/2)

L En On×m

⎤⎥⎥⎦,
A[22]

k (t) = On(L+1)×n(L+1),

ck(t)=

[
c(t)

0n(L+1)

]
, Qk=

[
Q

On(L+1)×r

]
.

��!���"�# �	
�����# �)+9�� �)+;� � �����
��@���# �" &3/� R'+*(� 
�2�� !������� ������

� ,�� ��# �����	
 

��

�������� �2��
�
���

ṁΞk
(t) = Ak(t)mΞk

(t) + ck(t), �)+<�



�	��� ���
	�
������� �������

∂CΞkΞk
(t, τ)

∂t
= Ak(t)CΞkΞk

(t, τ),

tk−1 � τ < t � tk, �)+'=�

� 

�	��� ���!�	���

ḊΞkΞk
(t) = Ak(t)DΞkΞk

(t)+

+
[
Ak(t)DΞkΞk

(t)
]�

+2πQk Q
�
k �)+''�

	
�@�	������ �����	
 �����#��# �
 !	�
��
2���� Δk+ 1
�
����
� ������#
� ��# ��
�
"
���� �����	��� � 

�	����� �������
 ����D

mΞk
(tk−1) = mΞk−1

(tk−1), �)+')�

CΞkΞk
(τ, τ) = DΞkΞk

(τ), �)+'*�

DΞkΞk
(tk−1) = DΞk−1Ξk−1

(tk−1). �)+'/�

��
�� !�������
������ 	�@
# �	
�����#
�)+<�C�)+''� � �
�
����
� ������#
� �)+')�C
�)+'/�� 
� !�����
 �
	
���	������ ����
��
���� �����	���� !	�����
 Ξ(t) �
 ���
���
�
Δ1� Δ1� +++� ΔN + ?� !���	����% ����
�� �
�
	
���	������ !	�����
 X(t) !	����
��#%�
�� �� !�	���  ���� �����	
 mΞ(t) � 

�	��
CΞΞ(t, τ) � DΞΞ(t) 	
"
�	������ n � n × n
��������������+

�� 	�����

��������
 !�	������� !	������ �!����
�
�
�� 
�������
 �	
������


Ü(t) + 2α U̇(t) + ω2U(t)+

+ β

t∫
0

e−γ(t−τ)2 U̇(τ) dτ = μV (t),

U(0) = U0, U̇(0) = U̇0,

�*+'�

��� α > 0� ω > 0� β� γ > 0� μ C !����#����
��������+

S��� � �"�
���� U(t) ��	�" X1(t)� 
 U̇(t)
C ��	�" X2(t) �n = 2�� ��� !	����# �	
������
�*+'� � ���� �=+'�� !�����


A(t) =

[
0 1

−ω2 −2α

]
, c(t) =

[
0
0

]
,

B(t, τ)=

[
0 0

−βe−γ(t−τ)2 0

]
, G(t)=

[
0
μ

]
.

T���
 ����
��� ��� !	����� V (t) ����������
	#�� �	
�����%

dV (t) = −hV (t) dt+ q dW (t), h > 0 �*+)�

�m = r = 1�� 
 ������
������� �!���	
���
#
!�������� � ���!�	��# !	�����
 V (t)  ����
�������������� 	
���

SV V (ω) =
q2

ω2 + h2
, DV V = π

q2

h
.
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��	��D

α = 0.1, β = 0.2, γ = 0.125,

μ = 1.0, T = 10.0π, L = 4, ω = 1.0,

h = 2.0, q = 0.6, h∗ = hk = 0.005π,

mX(0) = col(3.0, 0.0),

DXX(0) = diag(0.25, 0.25)

��� 	
2��� �
 	��+ ' �mX1(t)�E 	��+ )
�mX2(t)�E 	��+ * �DX11(t)�E 	��+ / �DX12(t)�E

	��+ 3 �DX22(t)� !	� β = 0.0� 0.25 � 0.5
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� ����#
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!� �� �	
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��� ∼ O

(
(0.5h∗)L

)
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	������ #�	
 �����
�� �� �"
������ ��	���
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������� !	�������� �
 �
2��
 �"
���
����� Δk� k = 1, 2, ..., N � !	���
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[e^a] t uffbKMH[K^L]+ '<<3+ v^b+ )/� W <+
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 J[^MeH][KM aK{Z\ZL[KHb ZcIH[K^L]
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