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Для линейного функционально-дифференциального уравнения запаздывающего типа найдены условия на его параметры, при которых равномерная асимптотическая устойчивость эквивалентна экспоненциальной.
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Определения( различных видов устойчивости решений нелинейных дифференциальных уравнений (см., напр., [1], [2]) давно и хорошо отработаны и не содержат лишних или противоречивых условий. Например, в определении асимптотической устойчивости наряду с существованием у решения нулевого предела обязательна его устойчивость по Ляпунову, и есть примеры, которые показывают, что из первого не следует второе. Различаются глобальная (в целом, в большом) устойчивость, то есть устойчивость при любых начальных условиях, и локальная (в малом) устойчивость. Устойчивость тривиального решения однородного уравнения не влечет устойчивости неоднородного уравнения.
Однако если ограничить класс рассматриваемых дифференциальных уравнений линейными объектами, то и сами определения устойчивости и связь между ними упрощается. 
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 – r-мерное линейное произвольным образом нормированное комплексное пространство; 
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1. Связь различных видов устойчивости линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений
Рассмотрим дифференциальное уравнение вида
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где 
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 – матрица-функция с локально суммируемыми компонентами. Под решением уравнения (1) будем понимать локально абсолютно непрерывную вектор-функцию 
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, удовлетворяющую уравнению (1) почти всюду.

Легко видеть, что для уравнения (1):

· устойчивость тривиального решения эквивалентна устойчивости любого решения соответствующего неоднородного уравнения, что делает корректным использование термина "устойчивость уравнения";
· нет различия между локальной и глобальной устойчивостью, что позволяет говорить об устойчивости уравнения при любых начальных условиях.

Определения равномерной и равномерной асимптотической устойчивости предполагают, что мы должны рассматривать устойчивость не одного уравнения, а семейства уравнений вида (1) с произвольной начальной точкой. Однако и этого усложнения объекта исследования удается избежать, если перейти к понятию функции Коши.

Пусть 
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 – фундаментальное решение уравнения (1), т.е. решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию 
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 обратима при любом 
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, которая и называется функцией Коши уравнения (1). 

Отметим полезное свойство функции Коши, непосредственно следующее из ее определения: при любых 
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Равенство (2) часто называют полугрупповым свойством функции Коши.

Из определения функции Коши следует, что любое решение уравнения (1), определенное на множестве 
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. Очевидно, что теперь все определения устойчивости для уравнения (1) можно переформулировать в терминах функции Коши.

Определение 1. Уравнение (1) называется:

· устойчивым по Ляпунову, если для любого 
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· асимптотически устойчивым, если при каждом фиксированном 
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· равномерно устойчивым, если существует 
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· равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномерно устойчиво и для любого 
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 существует 
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· экспоненциально устойчивым, если существуют 
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Анализируя приведенные определения, легко заметить ряд упрощений: теперь в определение асимптотической устойчивости нет необходимости включать устойчивость по Ляпунову, равно как в определение экспоненциальной устойчивости – равномерную устойчивость. В связи с этим возникает вопрос о соотношении равномерной асимптотической устойчивости и равномерной устойчивости: не следует ли ограниченность функции Коши по совокупности переменных из равномерного по 
[image: image39.wmf]s

 стремления к нулю функции 
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Пример 1. Рассмотрим скалярное уравнение вида (1):
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Полагая 
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Пусть 
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. В силу определения функции 
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 легко указать такое 
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, или, в терминах функции Коши данного уравнения, 


[image: image52.wmf]()

ln

0(,)

t

s

ad

Ctsee

-tt

e

ò

<=£=e

.

Следовательно, при 
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 функция 
[image: image54.wmf](,)

Cts

 равномерно по 
[image: image55.wmf]s

 стремится к нулю. 

 С другой стороны, при любом 
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, т. е. функция Коши не ограничена по совокупности переменных. 

Таким образом, оказывается, что при определении равномерной асимптотической устойчивости нельзя отказаться от требования равномерной устойчивости.

Теперь можно упорядочить виды устойчивости "по силе". Экспоненциальная и равномерная асимптотическая устойчивость влекут равномерную устойчивость и асимптотическую устойчивость, а следовательно, и устойчивость по Ляпунову. Равномерная асимптотическая устойчивость уравнения (1), очевидно, следует из экспоненциальной. Интересно, что верно и обратное утверждение. 

Теорема 1. Равномерная асимптотическая устойчивость уравнения (1) эквивалентна экспоненциальной.

Доказательство. Пусть уравнение (1) равномерно асимптотически устойчиво. Зафиксируем 
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Пусть 
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. В силу полугруппового свойства функции Коши имеем: 
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Для завершения доказательства осталось заметить, что в силу равномерной устойчивости уравнения существует 
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Итак, для линейного обыкновенного дифференциального уравнения понятие равномерной асимптотической устойчивости утрачивает самостоятельное значение и становится тождественным экспоненциальной устойчивости.

2. Равномерная асимптотическая 
и экспоненциальная устойчивость линейных функционально-дифференциальных уравнений

Рассмотрим уравнение (точнее, семейство уравнений, зависящее от параметра 
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Интеграл в (3) понимается в смысле Римана–Стилтьеса. Матрица-функция 
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 такова, что

· матрица-функция 
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 локально суммируема;
· 
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 – матрица-функция ограниченной вариации, причем функция 
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 локально суммируема.
Под решением уравнения (3) будем понимать локально абсолютно непрерывную вектор-функцию 
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, удовлетворяющую этому уравнению почти всюду.

Уравнение (3) является существенным обобщением уравнения (1). Это линейное функционально-дифференциальное уравнение запаздывающего типа, включающее в себя как частные случаи обыкновенные дифференциальные уравнения, уравнения с сосредоточенным последействием и интегро-дифференциальные уравнения Вольтерра.
Известно [3], что уравнение (3) с заданными начальными условиями однозначно разрешимо и его решение представимо в виде 
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 это матрица-функция с локально абсолютно непрерывными по аргументу 
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 компонентами, которая при каждом фиксированном 
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Функцию 
[image: image84.wmf]C

 называют функцией Коши уравнения (3). Приведенное выше представление решения позволяет ничего не менять в определениях устойчивости, данных для уравнения (1), и сохранить за функцией Коши роль центрального объекта при исследовании устойчивости уравнения (3). При этом следует иметь в виду, что по сравнению с функцией Коши уравнения (1) функция Коши функционально-дифференциального уравнения имеет значительно более сложную структуру. В частности, она уже не обладает замечательным полугрупповым свойством (2): в работе [4] доказано, что равенство (2) выполнено тогда и только тогда, когда уравнение (3) вырождается в (1). 

Тем не менее, для функции Коши уравнения (3) удалось найти [5] аналог свойства (2). При любых 
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Введем несколько вспомогательных функций, посредством которых удобно описывать свойства функции 
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Покажем, что используя функции 
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 и 
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 пределы интегрирования в равенстве Тышкевича можно уточнить. 

Лемма 1. При любых 
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 для функции Коши уравнения (3) имеет место равенство
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Доказательство. Если 
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В равенстве (4) условие 
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Замечание 1. Если функция 
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 такова, что 
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, то в терминологии работ [5–7] это означает, что для функции 
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 выполнено "
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-условие". Уравнение (3) в этом случае часто называют уравнением с ограниченным последействием (запаздыванием). Если функция 
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 удовлетворяет 
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Попытаемся решить вопрос о связи между равномерной асимптотической и экспоненциальной устойчивостью для уравнения (3). Без каких-либо дополнительных предположений эти два вида устойчивости уже не равносильны, как показывает следующий пример. 
Пример 2. Рассмотрим скалярное уравнение вида
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Построим его функцию Коши. При 
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Таким образом, данное уравнение оказывается равномерно асимптотически устойчивым, но не экспоненциально устойчивым. 
Возможность построения такого примера обеспечивается сильным влиянием на асимптотическое поведение решения его значения в точке 
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. Введем ограничение на параметры уравнения, заставляющее его "почти забывать" с ростом аргумента давнюю историю своего решения.
Определение 2. Будем говорить, что для уравнения (3) выполнено V-условие, если
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Лемма 2. При любом 
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Доказательство. Предположим, что найдется 
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. По определению функции 
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что невозможно.

Предположим теперь, что найдется 
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. Тогда найдется 
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 Снова имеем 
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 что невозможно. 
[image: image153.wmf]W


Лемма 3. Если выполнено V-условие и уравнение (3) равномерно асимптотически устойчиво, то 
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Доказательство. Выберем 
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С другой стороны, в силу равномерной устойчивости уравнения найдется 
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Таким образом, для любого 
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Пусть 
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Если 
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Теорема 2. Пусть выполнено V-условие. Тогда равномерная асимптотическая устойчивость уравнения (3) эквивалентна экспоненциальной.
Доказательство. Пусть уравнение (3) равномерно асимптотически устойчиво. Зафиксируем 
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В силу леммы 3 имеем 
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Пусть 
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В силу леммы (1) равенство Тышкевича (4) записывается в виде (5). В равенстве (5) имеем 
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. В силу предположения индукции, свойств интеграла Стилтьеса и леммы 2 имеем: 
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Для завершения доказательства осталось заметить, что в силу равномерной устойчивости уравнения существует 
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Замечание 3. Очевидно, что теорема 1 – простейший частный случай теоремы 2, так как для уравнения (1) 
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, т. е. V-условие выполняется автоматически.
Утверждения, аналогичные теореме 2, связывающие равномерную асимптотическую и экспоненциальную устойчивости для уравнения (3), получены в работах [8] и [9] в предположениях выполнения 
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Как показывает лемма 3, V-условие и равномерная асимптотическая устойчивость в совокупности уже обеспечивают выполнение 
[image: image205.wmf]d

-условия, а из 
[image: image206.wmf]d

-условия и условия Массера следует V-условие. Таким образом, результаты указанных работ следуют из теоремы 2. Нетрудно видеть, что обратное неверно.
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