
������� ��	
����� ����	������

���� 
���������� ������������ 
������� �� � �!�"#

��� ������	

����

� ���������� �	��
 ������� ��� �������
������
 ����������
	 ���������� �������
��������� �������� ���	���������� ������

� ������� ������
�������

�� �� ��$�%��&
�������� 	
������������ ���
������ ������
��������� �����������
�
����� ������� ������ ����������� ��

 !"!#$% #&�'&( ���� )*�+, +*�-��-��

./�� 0��12�� )3�4&5""!&657,� 8����
9���� ��� ��:������� ����
���
� 8�
��
���

��;���� ������
	
 ��
/���:���
	
 ��<<���������
	
 �������� 8���
	
 8
���� �

8
��
������ �
=<<�������� � 282�������� 8���������� ��� ���2 ����
���-

;�/�� �
��>��� � ������
� ��
/���:���
� �������� �
�
�� �
2��?���� ����
��-

���� ;����� ��<<������������� � ������� ������:���
�� @���1 ������
����

�������� 8
���
���� ������ �8��������/ 8�
��
���� ����
� �
��
���� �������-

���
� �������� A�����:����� ��2������ � ������;�� 8���8
�	���� 8��������

��� ��:�� /���������� ���9���� ��
�
>���� �2��:��/ ��8
�� 8�����?1?�/��

� 8
��
���
� ��
�
���1 8
 ���
��
� �
�
	� �
 ���:���� ����
8�
<�����

�������� ��	�
� �����������	�
 �����( ����
��� ���������	�� �������( ����

�������( ���	�������� ���������( ��	��� ���������( �����������
 ���( ��������

�����������

��������

� �������	� 
��� �������� ������ ��	�
���	� ������������� 	 �������
�� �����
�������� �������	� �����������	 ����
���	����� 	 ������	��� ��
����� 	 
���
����� �������	��� �� ����
�� ����	����
�������� ��� ����������� ��	���� � �����
���	����	 ��������	� 	 	�����	� �����
������� ������� ��	���	� ������������
�������  !"#� � ��� �	��� ������	
��$	���
�� �������� ����������	% &�������� ��� ���
����$��	� �������	��� ����	���� �������
�� ����
�� �� ������� �	�������	��� ���

��
�
��
� B� C�� +���

�>
� ��8
���� 8�� <����
�
� 8
����9��

�DDB� 8�
��� E ��-��-������

������������ �����������	 �������	��	
	� �������������� 	 ���������������� ���
����� ������� ��������� ������� ��	��	�
�� ���	����� ������	��� 	 �������	��� 
���
��� �������� �����	� ������ �
��
���� 	
������ ��������� ������� ������� ��	�
���	� '()%

*� ��������	��	�	 ������������ �	���
�	����	� �	���� ��������� ��	��	�+ (# ����
������	�� ���������� !" 	���� ��������
���� ����
	, -# 	������	� � �������	 ��	���
�	�, .# �������/�� ��
	� ������� ��$������
�� ��������	� ���	�	� ��������	� �����
����	 �����, 0# ���	�	� �����	�����	� 	
��������	 � ������� '-)%

"�������� �����$��	� �� ����
	 ������
���	� �����������	 �������	 ��	���	� ���
���	������ �����1	�������	 ���������	
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�����������	

���1�����	 � 	��������	 ��������	��	���
�	% *� ������� � ������� ����������� ����
����	 �� ��	��������� ����	��� � �����	�
���� ��������������� ��� ���	����	� �����
������� ��������	% 3�	 4���� ��� ����	���
���������	 ����
	 �����	������ ���������
�	 ����1	��	 � ��������	 ��������	��	�
���	� ����������	 � ��������� ���������
�	�  ��������
�# ����
� ���� ����� �	����
��� �	���%

*����� � ������ ����
��������	 ������
��
� ������� ��� ����� ��	����� �������
�	��� ��	�	��� �� ��	���	� 	 ��������
���	� ���������	� ��������
� �	�������	�
�� �� ���� 	�	 �������� ��� ����	� �����
!" �����	����� ������	� '.�0)% 5���� ����
������ ��������	 ����� 4������ ��������
���	�� 	�������� �������� ��������% "��
��� ������� 6 4�� ����	� ���1	������� ���
�	��� � �	������ �	������%

������ ������� �������� ����������
������ ��� ����� ��	��	� �����������	� ��
�	���	�� �	���� ����	���� �������� �����
���� ������	�	�������� 	 �������	����	�
�	������1	����� �������	�  "78# � ���
��������	�� '96:)%

;�������	 �������������	 ��������	�
��	���	 �������� �������	� �������	����	�
�	���� ��� � ������������ ��� 	 ��� ���
��������	� �������� ��������	 ���������
��	 �����������	� 4�	� ��������� ���	���
$	� �� ���������������� 	 ��������� ���
���	���% < �������	�� ��� ���	�������
�	���� "78 �������	� ������ ����	�	���
��	� �����������	� ���	� ���������� � ���
����$�� ����� ����������% � ���� �������
����� �
���	�	��� ���	����	�� ���1	��
������ ����������� ���	 ������� ��$������
��% &���������	� �	����� �$� ����� �����
$������ ���	 �� ����� ��	��� �	������	
������������	 "78 � ����������	 ��4��
�	1	�����	 	 ���	�	����	 �����$��	��	
'2)% =�� ������� � ���� ��� ��� �������	�
���1	�������	 ����������	 ����� ����� 	
���
������� ��������� 
������� �������
�����	�� ��������	������ ��������	 �����
���	����	� ��	���	� 	 ����	1��	 �����	�
�1	�  �	�����	�# ������������$�
� ������
��%

>�� ������� ����� ��� ���	� �	���� ?
���	� ���������� ����������	�� ��� ���

��� � ������� 8% <������� !%7% @�����
	 "% A	���	�� '(B6(C)� ��	��� "%A	���	�
�������	� 	��������� ����� ������� �����
������ ���������
� ���1	������
� 
������
��
� �����������	�% � '(:) ����� A	���	��
���� �������������� �� ����� ������	 ��	�
�����	�� �������$	� ������� ����������
�	�� "78 � ����������	�� ���������
� �	�
�� 	 ����	� ��������%

� ������ ������ ����� "% A	���	�� ��	�
�������� ��� ����	�� �������	��	��� ���
�����	� � �	������ �������	������ �	����
�� � ����������	��� ������� �����$����
�� ���1	�������	 �����	� �	������1	���
����	 � ������� �������	������% D���
	���������	� �������� ��������	� ����	�
1� ����������� ���������� ������� ������
��	� ��������	������ �	�����%

�� 	
���
�� ����

>�������	� �	������ �	����� "78 �
���
	�	 ����������	 ����������	��	 τs
������$�
� �	��+

A Ẍ(t) + B Ẋ(t) +KX(t) =

=

k∑
�=0

[G� V̇ (t− τ�) +H� V (t− τ�)
]
,  (%(#


�� t 6 �����, τ0 = 0, τ� > 0� � = 1, 2, ..., k,

X(t) = {X1(t),X2(t), ...,Xn(t)}T
6 ������ �������	�  n ∈ N#,

V (t) = {V1(t), V2(t), ..., Vq(t)}T
6 ��������� ��������� ���1���  "3� q ∈ N#�
�����$��$	� ������������$�� �	����� 	
	���$	� ���1	������� � �	����� ������
	 ���1	������ ���������� �	������1	����
��� � ������� �������	������ �����������
��� ���������� � ���������	�� ��� �������
�������	����	� ��	���	� 	 ����	1 �����	�
�1	����� ����1	� 	 ����������� �������
���� ������$	� �������+

mV (t) = {mV 1(t),mV 2(t), ...,mV q(t)}T ≡
≡ E [V (t)] = m0

V ≡ const,

CV V (t1, t2) = {CViVj (t1, t2)} ≡
≡ E[V ◦(t1)V ◦T (t2)

]
= CV V (t2 − t1) =

= CV V (t), t = t2 − t1,

V ◦(t) = V (t)−mV (t),

0B




 ������� ����� ������ ��� ������� ������ ������������ ����������

SV V (ω) = {SViVj (ω)} ≡

≡ 1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
CV V (t) dt;

A = {aij}� B = {bij}� K = {kij} 	 Gs = {gsij}�
Hs = {hsij} (s = 0, k ) 6 ���������� n× n� 	
n×q�����	1� ��������������� ��	��� K ���
���	��, T 6 �	���� ��������	�����	� ����
�	1�  �������#, E [·] 6 �������� �������	���
���
� ��	���	�%

E����� 	���������	� �����	� � ��������
�		 ���������	� ��� ������� �������	���
��	� ��	���	�

mX(t) = {mX1(t),mX2(t), ...,mXn(t)}T ,
����	1� �����	�1	����� ����1	�

CXX(t1, t2) = {CXiXj (t1, t2)}
	 ����	1� ����������� ����������

SXX(ω) = {SXiXj (ω)} ≡

≡ 1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
CXX(t) dt

������� �������	� ��	 �����		� ��� ��� ���
�������� ���1���� � �	����� ������	%

�� ���
��� ������� ����

3��������	�� ��� ��4��	1	���� �����
���	�  (%(# ������� ��� ��	 t → +∞ ���
��� ���������
� ���	�� � �	������ ��	���
������ 4�	� �������	��� ��������	������
���1	������� ���	�� ��	 ������� ������
X(t)� ��� 	 V (t)� ����� ���1	������� ����
������ ��������� ���1�����  �� ���1	��
����� ���������	 �����������	# � ��	��
�������	 ���������� �������� �������	�
����	� ��	���	� m∗

X 	 ����	1��	 �����
�	�1	����� ����1	� C

∗
XX(t) 	 ���������

��� ���������� S
∗
XX(ω)� � ��� 4�	 �������

��� ���1���� 6 ���1	������ ���������	%
��������	� ���������	� �������1	���

��
� ����	�� '(2) 	 ��������� �����������
�	� ����� ��� ��� �����
� ��	���	� 
�������
���
� ���1	������
� ��������
� ���������

� ���1���� X(t) ���������� ���	��	� ����
��� m∗

X 	 ����	1� S
∗
XX(ω)� � ��� ��������

�������	��� ��������	��	�	 4��
� �������
��
� "3  ����	1� �����	�1	����� �����
1	� C

∗
XX(t) 	 ����	1� �����	�	� D

∗
X# ����

�� �����	� �� 	�������� �������� '(2)%
" ������ �����������	� ������ ����

�����	 �������� ��� ����� �� �������		 ���
�������	�

m∗
X = K−1

k∑
�=0

H�m
0
V .  -%(#

3�	���	� 	��� "%A	���	�� ��� ���
������	� ��$�� ����	 �������� �� �����
�	� ������ ����	 ������������ �����	% 7��
4��
� ������� �����	� �������������	����
�������	� ��� 1����	�������
� ���1����
X◦(t) = X(t) − mX(t)� ������� ����� ���

����� ������$	� �������+

A Ẍ
◦
(t) + B Ẋ

◦
(t) +KX◦(t) =

=

k∑
�=0

[G� V̇
◦
(t− τ�) +H� V

◦(t− τ�)
]
.  -%-#

!�
��� ���	 ��� ����	 ��������
� �������	�
��� ������� ������	 t = t1 �����	� �����
�� X◦(t2)� ������ V ◦(t1) 6 ����� �� ��������
�	�������� �������	�  -%-#� ���	������ ���
t = t2� � ����� ������	� ���������� �����
�����	�� �� � ��������� ����� 	��� ����
���$	� �������	� ��� ����	1 �����1	�����
��� �����	�1	����� ����1	� CXX(t1, t2) 	
CV X(t1, t2)+

A ∂2
CXX(t1, t2)

∂t21
+ B ∂CXX(t1, t2)

∂t1
+

+KCXX(t1, t2) =

=

k∑
�=0

[
G�

∂CV X(t1 − τ�, t2)

∂t1
+

+H�CV X(t1 − τ�, t2)
]
,  -%.#

∂2
CV X(t1, t2)

∂t22
AT +

∂CV X(t1, t2)

∂t2
BT+

+ CV X(t1, t2)KT =

=
k∑

�=0

[∂CV V (t1, t2 − τ�)

∂t2
GT
� +

+ CV V (t1, t2 − τ�)HT
�

]
.  -%0#

� �������	������ ���	�� � ������ ���
�������	�

0(



�����������	

∂

∂t1
= − ∂

∂t
,

∂

∂t2
=

∂

∂t
,

∂2

∂t21
=

∂2

∂t2
=

∂2

∂t22
,

CXX(t1, t2) = CXX(t2 − t1) = C
∗
XX(t),

CXV (t1, t2) = CXV (t2 − t1) = C
∗
XV (t),

CV X(t1, t2) = CV X(t2 − t1) =

= C
∗
V X(t) ≡ C

∗T
XV (t)

4�	 �������	� ����� ���	��� ���+

AC
′′
XX(t)− BC

′
XX(t) +KCXX(t) =

=
k∑

�=0

[−G�C
′
V X(t+ τ�)+

+H�CV X(t+ τ�)
]
,  -%9#

C
′′
V X(t)AT + C

′
V X(t)BT + CV X(t)KT =

=
k∑

�=0

[
C
′
V V (t− τ�)GT

� +

+ CV V (t− τ�)HT
�

]
.  -%F#

G��	 ����� ����� 	 ������ ����	
�������������	���� �������	�  -%9#�  -%F#
�����	� �� e−iωt/(2π)� � ����� ���	����

�	����� �� t �� −∞ �� +∞ 	 ����� ���
�������

S
∗
XX(ω) =

1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
C
∗
XX(t) dt,

e±iωτ� S
∗
XX(ω) =

1

2π

+∞∫

−∞
e−iωt

C
∗
XX(t± τ�) dt,

(iω)r SXX(ω) =
1

2π

+∞∫

−∞
e−iωt

C
(r)∗
XX(t) dt,

S
∗
V X(ω) =

1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
C
∗
V X(t) dt,

e±iωτ� S
∗
V X(ω) =

1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
C
∗
V X(t± τ�) dt,

(iω)r S∗V X(ω) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−iωt
C
(r)∗
V X (t) dt,

r = 1, 2,

�� �����	� ������$�� �	����� ����	����
�������	� ��� ��	�������� ����	1 �����
������� ���������� S

∗
XX(ω) 	 S

∗
V X(ω)+

[
(iω)2 A− iω B +K]

S
∗
XX(ω) =

=

k∑
�=0

(−iω eiωτ� G�+

+ eiωτ� H�

)
S
∗
V X(ω),  -%C#

S
∗
V X(ω)

[
(iω)2 AT + iω BT +KT

]
=

= SV V (ω)
k∑

�=0

(
iω e−iωτ� GT

� +

+ e−iωτ� HT
�

)
.  -%:#

������ ���������	�+

H1(ω) = (iω)2 A− iω B +K,

H2(ω) =
k∑

�=0

(−iω eiωτ� G� + eiωτ� H�

)
,

H3(ω) = (iω)2 AT + iω BT +KT ,

H4(ω) =

k∑
�=0

(
iω e−iωτ� GT

� + e−iωτ� HT
�

)
,

H5(ω) = H
−1
1 (ω)H2(ω),

H6(ω) = H4(ω)H
−1
3 (ω)

 �������	� 6 � �����������		� ��� ����	1�
H1 	 H3 �����	��#% !�
�� �����	�

S
∗
XX(ω) = H5(ω)SV V (ω)H6(ω),  -%2#

� ������ �� ��������

C
∗
XX(t) =

+∞∫
−∞

eiωt S∗XX(ω) dω,  -%(B#

D
∗
X = C

∗
XX(0)  -%((#

�������	� 	������ ����	1� �����	�1	���
��� ����1	� 	 �����	�1	�%

���������

"��������	�  -%2#6 -%((#� ��������$	�
������	� ����	1� ����������� �������
���� ������� �������	� �	������ �������	�
������ �	������ ������� �����$����� ����
1	�������	 �����	� �	������1	������	

0-




 ������� ����� ������ ��� ������� ������ ������������ ����������

� ������� �������	������� ������������
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