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Рассматривается интегро-дифференциальная модель динамики изолированной популяции, особи которой проходят три стадии развития. Получены эффективные достаточные признаки асимптотической устойчивости нетривиального положения равновесия. 
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1. Постановка задачи(
Настоящая работа посвящена изучению модели динамики популяций, проходящей в своем развитии три возрастных стадии. Первые варианты такой модели, использующие аппарат уравнений с последействием, были предложены в работе [1]; там же были приведены примеры решений, построенных численными методами. В работе [2] исследовалась задача устойчивости решений таких уравнений, в работе [3] это исследование было продолжено и дополнено новыми результатами. В заключительной части работы [3] ставился ряд новых задач и, в частности, в качестве возможного обобщения предлагалась следующая модель: 
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Здесь 
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 – количество зрелых особей в момент времени 
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; интенсивность гибели таких особей (процесс "самолимитирования") описывается  непрерывной, неотрицательной, монотонно возрастающей функцией 
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. Посредством коэффициента 
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 учитывается скорость производства потомства на одну особь 
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, интенсивность гибели незрелых особей от внешних факторов 
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 и продолжительность времени созревания особей 
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. Зрелые индивидуумы имеют максимальное время жизни 
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, по достижении которого они либо погибают, либо переходят в третью – не репродуктивную – стадию жизни. Оператор 
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 задает скорость уменьшения численности особей за счет процессов старения, функция 
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 описывает скорость производства первоначально существующих особей. Функция 
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, предполагаемая непрерывной и неотрицательной на отрезке 
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, определяет функцию "дожития":
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Начальная численность особей равна
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Отметим, что модель, рассмотренная в работе [3], соответствует ситуации, когда 
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, т.е. случаю сосредоточенного запаздывания. В данной работе нас будет интересовать вариант последействия, "распределенного" на отрезке 
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, соответствующий случаю непрерывной функции 
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При отрицательных значениях аргумента предполагаем функцию 
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 доопределенной непрерывной начальной функцией: 
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Аналогично [1, 2] устанавливаем, что уравнение (1) при любой начальной функции в вышеперечисленных предположениях однозначно разрешимо на любом конечном интервале 
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. При этом, если начальная функция априори предполагается неотрицательной, то решение 
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 также оказывается неотрицательным при любом 
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. Для обоснования этого достаточно перейти (подробнее см. [3]) от уравнения (1) с начальным условием (2) к эквивалентной интегральной форме
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где оператор 
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определяется соотношениями
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Несложно убедиться, что оператор 
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 является изотонным и эволюционным. Очевидно, что в соответствии с физическим смыслом задачи начальная функция неотрицательна, откуда следует неотрицательность 
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 при любом 
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2. Вспомогательная функция

Для удобства исследования и описания свойств решения уравнения (1) введем вспомогательную функцию
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Достаточно полную информацию о ней дает следующее утверждение.

Лемма 1. Функция 
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 обладает следующими свойствами:
a) 
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 имеет производные всех порядков, причем
b)  
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c) 
[image: image50.wmf]r

 монотонно убывает на 
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d) 
[image: image52.wmf](0)1

r=

;

e) 
[image: image53.wmf]lim()0

w

w

®+¥

r=

;

f)     
[image: image54.wmf]lim()0

w

ww

®+¥

¢

r=

;
g) 
[image: image55.wmf]lim()(0)

w

wwr

®+¥

r=

.
Доказательство. Дифференцируемость и вид производных функции 
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 вытекают непосредственно из определения 
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 и теоремы Лейбница о дифференцируемости интеграла по параметру. 
Так как 
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при любом 
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монотонно убывает.

Свойство с) очевидно.

Обозначим 
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а свойство е) из аналогичных оценок:
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Осталось доказать наиболее интересное свойство f). Зафиксируем произвольное 
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 и найдем 
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Теперь по заданному 
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 найдем такое 
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 справедливы неравенства
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Тем самым мы показали, что для любого 
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 найдется 
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Лемма доказана.

3. Точки равновесия

Проведем классификацию равновесных состояний нашей задачи. Пусть 
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 – точка равновесия уравнения (1). Подстановка в (1) дает:
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откуда следует либо 
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Далее нас будет интересовать ненулевое положение равновесия, соответствующее, согласно постановке задачи, жизнеспособной (невырождающейся) популяции. 
Обозначим 
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 в силу свойств функции 
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. С учетом обозначений предыдущего раздела, получаем 
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Так как функция 
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 имеет определенную на 
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 обратную функцию, то уравнение (1) имеет ненулевое положение равновесия тогда и только тогда, когда уравнение (2) имеет положительный корень. Выясним, при каких условиях на параметры уравнения (1) это возможно. Пусть 
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. Из свойств b) и c) функции 
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 следует, что функция 
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 определена и непрерывно дифференцируема при всех 
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где 
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. Из свойства а) функции 
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 заключаем, что 
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а с учетом свойства d) функции 
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Таким образом, 
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 – непрерывно дифференцируемая, монотонно возрастающая на 
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· если 
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, которая однозначно определяется единственным положительным корнем уравнения (2): 
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Дальше мы будем интересоваться только вторым случаем.
4.  Признак устойчивости
Рассмотрим вопрос об асимптотической устойчивости точки равновесия 
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, опираясь на уравнение линейного приближения.
Будем считать, что в окрестности точки 
[image: image115.wmf]y

*

 функция 
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 непрерывно дифференцируема; обозначим 
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В итоге придем к линейному приближению уравнения (1):
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где 
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Задача об устойчивости ненулевой точки равновесия уравнения (1) свелась, таким образом, к задаче устойчивости нулевого решения уравнения (3). В силу линейности (3) устойчивость нулевого решения для него эквивалентна устойчивости любого решения, поэтому далее будем говорить просто об устойчивости уравнения (3).

Для удобства изложения приведем здесь формулировку известного признака устойчивости, на основе которого будет исследовано уравнение (3).

Рассмотрим уравнение 
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где 
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 – линейный регулярный вольтерров оператор с ограниченным последействием, 
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 – локально-суммируемая функция.

Через 
[image: image130.wmf]C

 и 
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 обозначим пространства непрерывных и ограниченных в существенном на полуоси функций с естественными нормами.

Теорема 1 [4]. Пусть 
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Применим теорему 1 к уравнению (3). 
В данном случае 
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определен равенством (4). Не нарушая общности [5] можно считать, что в равенстве (4) при отрицательных значениях аргумента функция 
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 доопределяется нулем. Очевидно, что оператор 
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 удовлетворяет всем перечисленным выше условиям. Оценим его норму. Так как
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то 
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Теорема 2. Если  для всех 
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то ненулевое положение равновесия уравнения (1) локально экспоненциально устойчиво.
Доказательство. Применим теорему 1 к уравнению (3). В данном случае 
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, определенного равенством (4), имеет место оценка (6). Значит, уравнение (3) экспоненциально устойчиво, если 
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. Учитывая (2), перепишем предыдущее неравенство в виде 
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, что эквивалентно (7), так как 
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 (см. доказательство монотонности функции 
[image: image151.wmf]f

). Следовательно, выполнение неравенства (7) гарантирует экспоненциальную устойчивость уравнения (3), откуда, в силу теоремы 1 из [6], следует утверждение теоремы.
5. Область устойчивости 
Обозначим 
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и отметим некоторые свойства функции 
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.
Из свойства а) функции 
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следует, что 
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 – непрерывно дифференцируемая на 
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 функция. Далее, так как 
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,
то график функции 
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 имеет вертикальную асимптоту 
[image: image160.wmf]0

w

=

. Наконец, из свойств d), e) и f) функции 
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получаем
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,
то есть у графика функции 
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 есть горизонтальная асимптота. 

Ниже приведены графики функций 
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, соответствующие выбору параметров: 
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 (рис. 1) и 
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 (рис. 2). Область устойчивости, определяемая теоремой 2, задается неравенством 
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 и на рисунках обозначена цветом. 
Приведенные примеры показывают, что такие свойства функции 
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, как монотонность и выпуклость, существенно зависят от вида функции 
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.
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Рис. 1. График функции g при 
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Рис. 2. График функции g при 
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