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(Рассмотрим периодическую краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения:
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где 
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 ограничена в существенном, 
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 удовлетворяет условию Каратеодори.

Введем в рассмотрение пространства.

Пусть 
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 – пространство абсолютно непрерывных вместе с третьей производной функций 
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Определение. Под решением задачи (1), (2) будем понимать всякую функцию 
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, удовлетворяющую почти всюду на 
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 уравнению (1) и периодическим краевым условиям задачи (2).

Обозначим через 
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Запишем задачу (1), (2) в пространстве 
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 в виде операторного уравнения
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где операторы 
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 определяются следующим образом: 
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Приведем необходимые в работе вспомогательные утверждения.
Для линейного оператора 
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 соответственно обозначим образ и ядро оператора 
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Определение. Линейный оператор 
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Лемма 1. Ядро и образ оператора 
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Операторы 
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, определяемые равенствами


[image: image34.wmf])

0

(

x

Px

=

,                     (4)


[image: image35.wmf]ds

s

y

l

y

Qy

l

ò

-

=

0

)

(

1

,              (5)

являются проекторами соответственно на ядро и образ оператора L.

Доказательство. Справедливость первого равенства леммы очевидна. 
Проверим справедливость второго равенства. Для этого воспользуемся представлением решения уравнения 
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в виде:
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Применив периодические краевые условия, получим 
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Справедливость равенства 
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 проверяется непосредственно.

Для доказательства второго утверждения достаточно проверить, что оператор (дополнительный проектор) 
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Это и означает, что оператор 
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Определение [1]. Оператор 
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Лемма 2. Обобщенно обратный для оператора 
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 (4) имеет вид
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и справедлива оценка:
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Доказательство. Проверим справедливость равенства 
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Имеем
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Проверим выполнение равенства 
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 EMBED Equation.3  
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Выполнение равенства 
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Проверим справедливость оценки (6). Имеем
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Лемма доказана.
Соответствующие выбранным проекторам 
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 разложения пространств представим в виде
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Оператору 
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 поставим в соответствие линейный ограниченный сюръективный оператор
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Определение [3]. Относительным коэффициентом сюръективности оператора 
[image: image75.wmf]L

 назовем число 
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Для оценки коэффициента сюръективности оператора 
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 нам потребуется следующее утверждение.
Лемма 3 [3]. Пусть 
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 обобщенно обратный 
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Определение [3]. Если оператор 
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то он называется квазиограниченным, а число 
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Для определения условий разрешимости уравнения (3), а следовательно, и задачи (1), (2), воспользуемся следующей теоремой.

Теорема 1 [2]. Пусть выполнены условия:
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Тогда уравнение (3) имеет хотя бы одно решение.

Лемма 4. Для любого элемента 
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Доказательство. Докажем первое неравенство, используя представление
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Имеем
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Аналогично доказываются остальные неравенства. Лемма доказана.
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Лемма доказана.

Перейдем к формулировке основного результата статьи.
Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
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Тогда задача (1), (2) имеет хотя бы одно решение в пространстве 
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вполне непрерывен.

Для проверки выполнения условия 3) теоремы 1 рассмотрим уравнение
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Далее мы воспользуемся следующим двойным неравенством
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(см. лемму 4). Положим 
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Тогда в силу непрерывности функции 
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такая, что 
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Таким образом существует элемент 
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В случае, когда выполнено условие 
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, доказательство проводится по той же схеме.
Выполнение четвертого условия теоремы 1 следует из условия 3) теоремы 2. Теорема доказана.


Замечание. Возможен и следующий вариант применения теоремы 2. Если отрезок 
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, при котором существует решение задачи (1), (2), то за счет подбора (например, уменьшения значения 
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) можно добиться выполнения условия 3) теоремы 2.
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