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Вводится понятие компромиссного набора стратегий для дифференциальной игры нескольких лиц. Обосновывается способ его построения в классе позиционных стратегий. Рассмотрен модельный пример.
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Введение(
Одна из основных проблем в исследовании неантагонистической игры состоит в выборе адекватного содержанию задачи понятия решения. Наиболее распространен подход, основанный на принципе равновесия по Нэшу. Равновесный набор обладает свойством устойчивости по отношению к игроку-уклонисту: единоличное уклонение игрока от равновесного набора стратегий приводит к ухудшению (увеличению) его платы. Недостаток равновесных по Нэшу ситуаций состоит в том, что величины платы игроков для таких ситуаций могут оказаться существенно хуже (больше) потенциально возможных. Естественно, такие ситуации уже не будут обладать свойством устойчивости по отношению к игроку-уклонисту.

В работе вводится понятие компромиссного набора стратегий, сохраняющего свойство устойчивости по отношению к игроку-уклонисту (в ослабленном варианте). При этом на примере конкретной дифференциальной игры показано, что для компромиссного набора стратегий выполняются неравенства
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В отличие от равновесных по Нэшу наборов стратегий единоличное уклонение какого-либо игрока от стратегии, предписываемой ему компромиссным набором, может привести к увеличению его выигрыша. Фактором, обеспечивающим устойчивость компромиссного набора стратегий, является потребность игроков не допустить значительный выигрыш какого-либо одного игрока.
1. Игра в нормальной форме

Под игрой (необязательно дифференциальной), записанной в нормальной форме, будем понимать тройку
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где 
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 – множество номеров игроков, 
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 – множество всех стратегий, а 
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 – функция платы i-го, 
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, игрока. Игра состоит в том, что каждый игрок выбирает независимо от других какую-либо стратегию из своего множества стратегий. В результате складывается ситуация 
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, на которой вычисляется плата 
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, каждого из игроков. Игрок заинтересован в минимизации своей платы. В этом пункте для простоты будем предполагать, что все встречающиеся по ходу изложения 
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 функций платы существуют.
Определение 1.1. Набор стратегий 
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Из определения 1.1 следует, что для равновесных наборов характерно следущее:
1. Сообщество игроков не позволяет любому своему члену получить плату меньше (лучше), чем некоторая величина 
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2. Имеет место совпадение этих величин с соответствующими значениями плат, которые получают игроки при применении равновесного набора стратегий 
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Отказ от выполнения условия 2 приводит к следующему определению.

Пусть 
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Определение 1.2. Будем говорить, что ситуация  
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Принцип компромисса обобщает равновесие по Нэшу в том смысле, что при 
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 определение 1.2 переходит в определение 1.1.

2. Дифференциальная игра нескольких лиц

Динамика системы описывается обыкновенным векторным дифференциальным уравнением
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где 
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 – вектор управляющих параметров i-го игрока, 
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 – вектор-функция, описывающая как внутреннее устройство объекта, так и воздействие различных внешних факторов.

Будем предполагать, что множества 
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 компактны. Функция 
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Относительно правых частей дифференциальных уравнений (2.1) принимаются стандартные в теории дифференциальных игр предположения [1].
1. Локальные условия Липшица
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2. Условия продолжимости решения 
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3. Существование седловой точки в "маленькой 
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Плата i-го игрока определяется формулой
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где 
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 – некоторая заданная непрерывная функция, 
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 – реализация фазового вектора объекта, а 
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 – момент окончания игры.

Свои управляющие параметры игрок формирует, основываясь на информации о текущем времени и реализовавшемся фазовом векторе объекта, при этом он не осведомлен о выборе управляющих параметров остальных игроков в этот момент времени. Понятия позиционной стратегии игрока и движения объекта, отвечающего набору позиционных стратегий, определяются аналогично [1].

Определение 2.1. Позиционной стратегией игрока 
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Определение 2.2. Ломаной Эйлера 
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Здесь реализация вектора управляющих параметров 
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 представляет собой произвольную интегрируемую по Лебегу функцию со значениями в множестве 
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Определение 2.3. Движением, выходящим из позиции 
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Совокупность всех движений, выходящих из позиции 
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и называть пучком конструктивных движений.

Пусть 
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Определение 2.4. Множество
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 назовем пучком конструктивных движений, выходящих из начальной позиции 
[image: image86.wmf]{

}

0

0

,

x

t

 и порожденных набором позиционных стратегий 
[image: image87.wmf][

]

{

}

i

UiL

×Î

 множества игроков 
[image: image88.wmf]K

L

Ì

.

Известно [1], что
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для всех 
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3. Построение компромиссных
наборов стратегий
Пусть 
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Определение 3.1. Будем говорить, что набор позиционных стратегий 
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 всех игроков компромиссен относительно векторов 
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Рассмотрим множества
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Будем предполагать, что
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Пусть 
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 максимальный стабильный мост первого игрока [1] в игре, в которой множество игроков 
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Лемма 1. Множества 
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Доказательство. Допустим противное. Тогда найдутся номера 
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всех игроков, такой, что для решения 
[image: image140.wmf](

)

x

×

 дифференциального уравнения


[image: image141.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

,,,,,,,

ik

xftxututut

***

=

&

LL



[image: image142.wmf](

)

xtx

**

=


выполняется включение 
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Заметим, что из условий 2) и 3) следует, что 
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Набор компромиссных стратегий 
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Здесь набор векторов 
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а набор векторов 
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Теорема 1. Набор стратегий всех игроков 
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Доказательство. Прежде всего, заметим, что в силу определения множества 
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 и леммы 1 выполнены условия
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Следовательно, набор стратегий 
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 установим справедливость неравенств (3.1). Действительно, множество 
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 будем трактовать как стабильный мост, обрывающийся в момент времени 
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 представляет собой стратегию экстремального прицеливания объединения всех игроков на множество 
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Неравенство (3.2) докажем от противного. Пусть оно нарушается для некоторой начальной позиции 
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для которого 
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является стратегией экстремального прицеливания на множество 
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4. Модельная игра

Постановка игры. На двумерной плоскости находится точка, управляемая k-игроками (
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На плоскости заданы фиксированные точки 
[image: image198.wmf]i

M

*

, имеющие соответственно радиус-векторы 
[image: image199.wmf]i

r

,
[image: image200.wmf]K

i

Î

 относительно начала координат. Платой 
[image: image201.wmf]i

-го, 
[image: image202.wmf]K

i

Î

, игрока служит 
[image: image203.wmf](

)

i

rTr

--

расстояние от финального положения управляемой точки в момент времени 
[image: image204.wmf]T

 до целевого множества этого игрока. 
Неформальная цель каждого из игроков состоит в минимизации своей платы.
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Дифференциальные уравнения движения управляемой точки имеют вид
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В качестве компромиссных оценок возьмем вектора
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Полагаем
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Непосредственно проверяется, что
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Полагаем
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Очевидно, что
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Вычислим производную функций 
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 в силу системы дифференциальных уравнений (4.1). Имеем
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Легко видеть, что
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Тогда множества 
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 являются соответствующими максимальными стабильными мостами.

Полагаем
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В силу леммы 1 имеет место 
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проверяется путем доказательства неравенств
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Справедливость указанных неравенств устанавливается в результате численных расчетов, проведенных с применением пакета "Mathematica". Выполнение условия 4) для множества 
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 обеспечивают постоянные стратегии игроков, удовлетворяющие условию
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Таким образом, множества 
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[image: image266.wmf]W

 обладают всеми свойствами, перечисленными в разделе 3. Тогда набор стратегий всех игроков, определенный формулой (3.3), в силу теоремы 1 является компромиссным относительно векторов 
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 для любой начальной позиции, принадлежащей множеству 
[image: image269.wmf]W

. 
Набор стратегий всех игроков, назначающий векторы управляющих параметров из условия (3.4), (3.5) для начальных позиций, принадлежащих множеству 
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, обеспечивает каждому из игроков выполнение оценки сверху для его платы. Однако этот набор стратегий может оказаться неустойчивым по отношению к игроку-уклонисту. Это означает, что игрок-уклонист может выбрать такое позиционное управление, которое позволит ему получить значение платы лучше (меньше) соответствующей нижней компромиссной оценки.

Действительно, пусть игроки назначают свои управляющие воздействия из условия (3.4), (3.5). Выберем начальную позицию 
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. Рассмотрим последовательно следующие ситуации:
А) среди игроков нет уклонистов;
Б) первый игрок уклоняется от этого правила, прицеливаясь на свое целевое множество; 

В) второй игрок уклоняется от этого правила, прицеливаясь на свое целевое множество; 

Г) третий игрок уклоняется от этого правила, прицеливаясь на свое целевое множество. 
Таблица 1
	
	Компромиссная оценка снизу
	Величина платы 
в ситуации А)
	Компромиссная оценка сверху
	Величина платы при уклонении

	Первый игрок
	0.13
	0.566152
	0.57
	0.456535

	Второй игрок
	0.9
	1.12948
	1.131
	0.672874

	Третий игрок
	1.4
	1.69855
	1.71
	0.875904


Из табл. 1 видно, что значения плат игроков в ситуации А) укладываются в верхние и нижние компромиссные оценки. Однако уклонисты (кроме первого) могут получить лучшее значение платы, чем соответствующие нижние компромиссные оценки.

Такой результат невозможен в случае компромиссного набора стратегий. Пусть, например, игроки-уклонисты в качестве стратегии уклонения выбирают прицеливание на свое терминальное множество. В табл. 2 приведены значения плат игроков для таких ситуаций. 

Таблица 2
	
	Компромиссная оценка снизу
	Величина платы для компромис-

сной ситуации
	Компромиссная оценка сверху
	Величина
 платы при 
уклонении

	Первый игрок
	0.13
	0.566152
	0.57
	0.456535

	Второй игрок
	0.9
	1.12948
	1.131
	0.908814

	Третий игрок
	1.4
	1.69855
	1.71
	1.40733

	
	
	
	
	


Для сравнения построим ситуацию равновесия по Нэшу в данной игре. Необходимые и достаточные условия равновесия по Нэшу в классе постоянных управлений для начального положения 
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Решение системы (4.2) получено численно:
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Выпишем финальное положение управляемой точки в случае равновесных по Нэшу управлений:
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Расстояния от управляемой точки в конечном положении до целевых множеств игроков следующие:
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Таким образом, справедливы неравенства
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На рис. 1 дана геометрическая иллюстрация приведенных ниже численных результатов.

Заключение
В работе введено понятие компромис-cного управления в играх нескольких лиц, в некотором смысле обобщающее равновесие по Нэшу. Сформулирована и доказана теорема существования компромиссных ситуаций в позиционных дифференциальных играх. Конструктивный характер условий теоремы позволил построить компромиссный набор стратегий в модельной дифференциальной игре и провести сравнительный анализ этого набора с набором, равновесным по Нэшу.
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Mathematical model of compromise control
dynamic systems

S. V. Lutmanov
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The concept of a compromise set of strategy for differential game of several persons is entered. The way of its construction in a class of item strategy is proved. The modeling example is considered.

Key words: a compromise set of strategy; balance on Nash; differential game; the stable bridge; an extreme aiming.





















Рис. 1


















































� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���



































� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���












































© Лутманов С. В., 2012





38
44
45

[image: image293.wmf]2

M

[image: image294.wmf]1

M

[image: image295.wmf]3

M

[image: image296.wmf]2

-

[image: image297.wmf]1

-

[image: image298.wmf]2

[image: image299.wmf]1

[image: image300.wmf]2

-

[image: image301.wmf]1

-

[image: image302.wmf]2

[image: image303.wmf]1

[image: image304.wmf]O

[image: image305.wmf]2

x

[image: image306.wmf]1

x

[image: image307.wmf]2

x

[image: image308.wmf]1

x

[image: image309.wmf]O

[image: image310.wmf]1

[image: image311.wmf]2

[image: image312.wmf]1

-

[image: image313.wmf]2

-

[image: image314.wmf]2

[image: image315.wmf]1

-

[image: image316.wmf]2

-

[image: image317.wmf]1

M

[image: image318.wmf]M

[image: image319.wmf]3

M

[image: image320.wmf]0

u

[image: image321.wmf]0

v

[image: image322.wmf]0

w

[image: image323.wmf]2

M

_1391656035.unknown

_1391658414.unknown

_1391661585.unknown

_1391662717.unknown

_1391662994.unknown

_1391664461.unknown

_1391749976.unknown

_1393921318.unknown

_1393921497.unknown

_1393923844.unknown

_1391749977.unknown

_1391664584.unknown

_1391749802.unknown

_1391749974.unknown

_1391749975.unknown

_1391749829.unknown

_1391664608.unknown

_1391664649.unknown

_1391749733.unknown

_1391664633.unknown

_1391664599.unknown

_1391664530.unknown

_1391664545.unknown

_1391664516.unknown

_1391664321.unknown

_1391664373.unknown

_1391664436.unknown

_1391664339.unknown

_1391663067.unknown

_1391664299.unknown

_1391663039.unknown

_1391662879.unknown

_1391662944.unknown

_1391662979.unknown

_1391662897.unknown

_1391662757.unknown

_1391662839.unknown

_1391662729.unknown

_1391662571.unknown

_1391662667.unknown

_1391662693.unknown

_1391662704.unknown

_1391662682.unknown

_1391662615.unknown

_1391662646.unknown

_1391662597.unknown

_1391662405.unknown

_1391662457.unknown

_1391662543.unknown

_1391662418.unknown

_1391662000.unknown

_1391662258.unknown

_1391662366.unknown

_1391662377.unknown

_1391662014.unknown

_1391661972.unknown

_1391658719.unknown

_1391658858.unknown

_1391661552.unknown

_1391661564.unknown

_1391661537.unknown

_1391658819.unknown

_1391658841.unknown

_1391658809.unknown

_1391658543.unknown

_1391658605.unknown

_1391658683.unknown

_1391658575.unknown

_1391658454.unknown

_1391658524.unknown

_1391658426.unknown

_1391657471.unknown

_1391657711.unknown

_1391658104.unknown

_1391658346.unknown

_1391658399.unknown

_1391658120.unknown

_1391657917.unknown

_1391657932.unknown

_1391657890.unknown

_1391657623.unknown

_1391657670.unknown

_1391657689.unknown

_1391657653.unknown

_1391657546.unknown

_1391657609.unknown

_1391657525.unknown

_1391656229.unknown

_1391657413.unknown

_1391657441.unknown

_1391657455.unknown

_1391657427.unknown

_1391657317.unknown

_1391657353.unknown

_1391657286.unknown

_1391656122.unknown

_1391656189.unknown

_1391656212.unknown

_1391656171.unknown

_1391656073.unknown

_1391656112.unknown

_1391656053.unknown

_1167453792.unknown

_1389709830.unknown

_1389785322.unknown

_1389844457.unknown

_1389927140.unknown

_1389930794.unknown

_1391655991.unknown

_1389927257.unknown

_1389930784.unknown

_1389927314.unknown

_1389927232.unknown

_1389926852.unknown

_1389927093.unknown

_1389859176.unknown

_1389859195.unknown

_1389845531.unknown

_1389845609.unknown

_1389844823.unknown

_1389791231.unknown

_1389798190.unknown

_1389799970.unknown

_1389800326.unknown

_1389841452.unknown

_1389799998.unknown

_1389799714.unknown

_1389791452.unknown

_1389787486.unknown

_1389789852.unknown

_1389785774.unknown

_1389785782.unknown

_1389785362.unknown

_1389782031.unknown

_1389782176.unknown

_1389784558.unknown

_1389785277.unknown

_1389782210.unknown

_1389782103.unknown

_1389782140.unknown

_1389782068.unknown

_1389752724.unknown

_1389753152.unknown

_1389781980.unknown

_1389782003.unknown

_1389781734.unknown

_1389781808.unknown

_1389781703.unknown

_1389753128.unknown

_1389752220.unknown

_1389752405.unknown

_1389711401.unknown

_1389678585.unknown

_1389707397.unknown

_1389708668.unknown

_1389709563.unknown

_1389709636.unknown

_1389709140.unknown

_1389708853.unknown

_1389707564.unknown

_1389708545.unknown

_1389707548.unknown

_1389680921.unknown

_1389684108.unknown

_1389707371.unknown

_1389684049.unknown

_1389679598.unknown

_1389679726.unknown

_1389679772.unknown

_1389679449.unknown

_1389678284.unknown

_1389678502.unknown

_1389678539.unknown

_1389678554.unknown

_1389678527.unknown

_1389678475.unknown

_1389678493.unknown

_1389678325.unknown

_1167822860.unknown

_1389677214.unknown

_1389677696.unknown

_1389677740.unknown

_1389677944.unknown

_1389677385.unknown

_1167823037.unknown

_1167823295.unknown

_1167823514.unknown

_1167823759.unknown

_1167823455.unknown

_1167823245.unknown

_1167823005.unknown

_1167455155.unknown

_1167476354.unknown

_1167536480.unknown

_1167537543.unknown

_1167566505.unknown

_1167651920.unknown

_1167566302.unknown

_1167536556.unknown

_1167479537.unknown

_1167477396.unknown

_1167458262.unknown

_1167475605.unknown

_1167475788.unknown

_1167476012.unknown

_1167475370.unknown

_1167455221.unknown

_1167454410.unknown

_1167454469.unknown

_1167454617.unknown

_1167454778.unknown

_1167454427.unknown

_1167453902.unknown

_1167454233.unknown

_1167454245.unknown

_1167454177.unknown

_1167453816.unknown

_1021094707.unknown

_1167289806.unknown

_1167365385.unknown

_1167452251.unknown

_1167453648.unknown

_1167365442.unknown

_1167365490.unknown

_1167365319.unknown

_1167365346.unknown

_1167365178.unknown

_1058329463.unknown

_1058674792.unknown

_1061185828.unknown

_1061186399.unknown

_1061193356.unknown

_1167289796.unknown

_1061193065.unknown

_1061186290.unknown

_1058760744.unknown

_1058762098.unknown

_1058762143.unknown

_1058762216.unknown

_1058762093.unknown

_1058690729.unknown

_1058690735.unknown

_1058682873.unknown

_1058330607.unknown

_1058333865.unknown

_1058674756.unknown

_1058331219.unknown

_1058333541.unknown

_1058330274.unknown

_1058330072.unknown

_1058251981.unknown

_1058252736.unknown

_1058257516.unknown

_1058258074.unknown

_1058258122.unknown

_1058252768.unknown

_1058252711.unknown

_1058245223.unknown

_1058249003.unknown

_1058243947.unknown

_1058244710.unknown

_1021363403.unknown

_1056793739.unknown

_1002006211.unknown

_1014121325.unknown

_1021094217.unknown

_1021094701.unknown

_1021090701.unknown

_1010898039.unknown

_1010898079.unknown

_1014121166.unknown

_1010898061.unknown

_1010896951.unknown

_1010897977.unknown

_999534808.unknown

_999536375.unknown

_999691365.unknown

_999691924.unknown

_999691997.unknown

_999747788.unknown

_999691888.unknown

_999536636.unknown

_999536835.unknown

_999536385.unknown

_999536302.unknown

_999536086.unknown

_966486198.unknown

_989308965.unknown

_998907904.unknown

_998907995.unknown

_999534390.unknown

_998907920.unknown

_998907779.unknown

_998907893.unknown

_966486499.unknown

_966485952.unknown

_966486039.unknown

_966484982.unknown

