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 ��/ � ������� /
��
��-
���� 1/1�������� �����.6�	
 ��� )r J ��
�� ���� ν� /�� r = 0 0�1 1/1������,K

Ẋ(t) = pr(t) +

r∑
�=1

Pr,r−�(t) Ẋ(t− � τ)+

+

r∑
�=0

Qr,r−�(t)X(t− � τ)+

+
[
Ur(t) +

r∑
�=0

Vr,r−�(t) : X(t− � τ)
]
◦Ẇ (t),

t > tr = t0 + r · τ ; X(t0) = X∗, )�,

	�� t � t0 ? �����( τ = const > 0(X(t) = {Xi(t)}�
i J �� +� ���� n� ? 41
��� ����
�( X∗ = {X∗

i }� i J
�� +� ���� n� ? ���2���� ����
� � �1�������� 3-
������������( Ẇ (t) = {Ẇj(t)}� j J �� +� ���� m�
? ����
� ��1������3 ���2���3 4������ ��/
0��
	
 7�� � �����2���� ���������
�����K

M
[
Ẇ (t)

]
= 0,

M
[
Ẇ (t1) Ẇ

T(t2)
]
= E · δ(t1 − t2)

)+,

)W (t) ? ����
� ��1������3 ��������3 ����-
�
����3 /�
����
�,( pr(t) = {pri(t)}� Pr�(t) =
{pr�ij(t)}� Qr�(t) = {qr�ij(t)}� Ur(t) = {urik(t)}�
Vr�(t) = {vr�ijk(t)} ? �����2���� ����
�� �
������( i� j J �� +� ���� n( k J �� +� ���� m( L �
M ? ����
�� ����/
���
���� � ������2�-
��
	
 
9����� �

����������
( E ? �����2��
�����(

S : Y =
{ n∑
j=1

Sijk Yj

}
, i = 1, n, k = 1,m.

����� � �
���� ������� t0 1��� 1�2�-
��� A������
� ����
� ������2����3 
9��-
��� m∗ = M

[
X∗] � ������ ���/�����

D∗ = M
[{
X∗ −m∗}{X∗ −m∗}�].

M�2�� ������
���� �������� /
���
���� ��-
����� 
0���
�����3 ��44����������3 ���-
����� )N<=, ��� �
�/
����
� ����
� ������3
m(t) = M

[
X(t)

]
� ������ ���/����� D(t) =

M
[{
X(t)−m(t)

}{
X(t)−m(t)

}
�
]
41
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 ������ �����.6�� 
0
1�-
2���� )q = 0, 1, 2, ...,K

s ∈ [0, τ ], tq = t0 + q · τ, sq = s+ tq,

Xq(s) = X(sq), W ′
q(s) = Ẇ (sq),

Δq = (tq−1, tq], Z0 = X0, Ξ0 = W 0, )*,

Z1 = col(X0,X1), Z2 = col(X0,X1,X2), ...,

Ξ1 = col(W 0,W 1),Ξ2 = col(W 0,W 1,W 1), ...,

W ′
q(0) = W ′

q−1(τ), Y q ≡ Xq(0) = Xq−1(τ),

col(X0, ...,XN−1,XN ) = {X01, X02, ..., X0n,

..., XN1, XN2, ..., XNn}�.
����
���� /
����
������
��� /
�������-

��
� )��	����
�, Δq�
��� 8 ��	����� Δ0 ������� 5<= 5���
-

�
��2� ��7����� �
�
�
� �������� ���2���
����
��� 4������ Z0(s) = X0(s)� �
9�
 1-
/���� � �����.6�� ���� )1���� � ���� �
2�
�

0
1�2�� /�
�1�
��� /
 /�������
� s,K

Ẋ0(s) = p0(s0) +Q00(s0)X0(s)+

+
[
U0(s0) + V00(s0) : X0(s)

]
◦Ẇ 0(s).

�� 8 ��	����3 Δ0 � Δ1 ������� 5<= ���
��2������� ����
� Z1(s) = col

(
X0(s),X1(s)

)
�
9�
 /��������� ��K

Ẋ0(s) = p0(s0) +Q00(s0)X0(s)+

+
[
U0(s0) + V00(s0) : X0(s)

]
◦Ẇ 0(s),

Ẋ1(s) = p1(s1) + P10(s1) Ẋ0(s)+

+Q10(s1)X0(s) +Q11(s1)X1(s)+

+
[
U1(s1) + V10(s1) : X0(s)+

+ V11(s1) : X1(s)
]
◦Ẇ 1(s).

... ... ... ... ... ... ... ... ...

ν�� ��������� ��	����� Δ0� Δ1� ���� Δν

�
������
� 1/�7�� ������� 5<= ��� ��2��-
����� ����
� Zν(s)K

Ẋ0(s) = p0(s0) +Q00(s0)X0(s)+

+
[
U0(s0) + V00(s0) : X0(s)

]
◦Ẇ 0(s),

Ẋ1(s) = p1(s1) + P10(s1) Ẋ0(s) +

+Q10(s1)X0(s) +Q11(s1)X1(s)+

+
[
U1(s1) + V10(s1) : X0(s)+

+ V11(s1) : X1(s)
]
◦Ẇ 1(s),

... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ẋν(s) = pν(sν) +

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sν) Ẋν−�(s) +

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sν)Xν−�(s)+

+
[
Uν(sν) +

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sν) : Xν−�(s)
]
◦Ẇ ν(s).

�	




����� ������������ ������������ ������ ����������� ����

(ν + 1)�� 8 ��	����3 Δ0� Δ1� ���� Δν � Δν+1

�������� ��� �
�/
����
� ���2��
� ����
�-
�
� 4������ Zν+1(s) �
9�
 1/���� � �����-
.6�� ����K

Ẋ0(s) = p0(s0) +Q00(s0)X0(s)+

+
[
U0(s0) + V00(s0) : X0(s)

]
◦Ẇ 0(s),

Ẋ1(s) = p1(s1) + P10(s1) Ẋ0(s) +

+Q10(s1)X0(s) +Q11(s1)X1(s)+

+
[
U1(s1) + V10(s1) : X0(s)+

+ V11(s1) : X1(s)
]
◦Ẇ 1(s),

... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ẋν(s) = pν(sν) +

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sν) Ẋν−�(s) +

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sν)Xν−�(s)+

+
[
Uν(sν) +

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sν) : Xν−�(s)
]
◦Ẇ ν(s),

Ẋν+1(s) = pν(sν+1) +

+

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sν+1) Ẋν−�+1(s)+

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sν+1)Xν−�+1(s) +
[
Uν(sν+1)+

+

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sν+1) : Xν−�+1(s)
]
◦Ẇ ν+1(s).

... ... ... ... ... ... ... ... ...

��� 8�
���� � ��	����3 Δ0� Δ1� ���� Δν �
Δν+1� ���� ΔN ������� 5<= ��� ��2������� ���-
�
� ZN (s) �
9�
 /��������� ��K

Ẋ0(s) = p0(s0) +Q00(s0)X0(s)+

+
[
U0(s0) + V00(s0) : X0(s)

]
◦Ẇ 0(s),

Ẋ1(s) = p1(s1) + P10(s1) Ẋ0(s) +

+Q10(s1)X0(s) +Q11(s1)X1(s)+

+
[
U1(s1) + V10(s1) : X0(s)+

+ V11(s1) : X1(s)
]
◦Ẇ 1(s),

... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ẋν(s) = pν(sν) +

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sν) Ẋν−�(s) +

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sν)Xν−�(s)+

+
[
Uν(sν) +

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sν) : Xν−�(s)
]
◦Ẇ ν(s),

Ẋν+1(s) = pν(sν+1) +

+

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sν+1) Ẋν−�+1(s)+

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sν+1)Xν−�+1(s) +
[
Uν(sν+1)+

+

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sν+1) : Xν−�+1(s)
]
◦Ẇ ν+1(s).

... ... ... ... ... ... ... ... ...

ẊN (s) = pν(sN ) +

+

ν∑
�=1

Pν,ν−�(sN ) ẊN−�(s)+

+

ν∑
�=0

Qν,ν−�(sN )XN−�(s) +
[
Uν(sN )+

+

ν∑
�=0

Vν,ν−�(sN ) : XN−�(s)
]
◦ẆN (s).

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��%�& +��%����, &#* �������%

O�/��� /
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� �3��� ��/
2�� /������2����3 �����-
��3 5<= 0�1 1/1������ �
9�
 ��/
��1
-
��� ��� /
��2���� �
�
� /
����
������
���
�������� ? /
����
������
��� N<= ��� /��-
��3 �
����
� ����
�
� Z0� Z1� ���� ZN � ��� �
Z+

0 = col
(
Y 0,Z0

)
� Z+

1 = col
(
Y 0,Z1

)
� ���� Z+

N =

col
(
Y 0,ZN

)
� /��2��

mk(s) = M
[
Zk

]≡ col(mX0 ,mX1 , ...,mXk
),

m+
k (s) = M

[
Z+

k

]
= col

(
m∗,mk(s)

)
,

Dk(s) = M
[(
Zk −mk

)(
Zk −mk

)
�
]
=

=

⎡
⎢⎢⎣

DX0X0 DX0X1 ... DX0Xk

DX1X0 DX1X1 ... DX1Xk

... ... ... ...
DXkX0 DXkX1 ... DXkXk

⎤
⎥⎥⎦ ,

D+
k (s) =

⎡
⎢⎣ D+(11)

k (s) ... D+(12)
k (s)

... ... ...

D+(21)
k (s) ... D+(22)

k (s)

⎤
⎥⎦ ,

D+(11)
k (s) =

⎡
⎣ DY0X0 DY0X0 DY0X1

DY0X0 DX0X0 DX0X1

DY0X1 DX1X0 DX1X1

⎤
⎦ ,

D+(12)
k (s) =

[ DY0Xk
,DX0Xk

,DX1Xk

]T
,

D+(21)
k (s) =

[ DY0Xk
DXkX0 DXkX1

]
,

D+(22)
k (s) =

[ DXkXk

]
,

k = 0, 1, 2, ..., N, ...

�
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B ���1� � ��� 2�
 ����
� mk(s) � �����
Dk(s) ����.��� 0�
��� ����
� m+

k (s) � ��-
���� D+

k (s) �

����������
� �
���
2�
 ��2��-
���� �
���
 /
��������  1��� ��0��� �3 ��
0-
3
����� A��������

8���
9�
 �������� 2�
 � �9�
� A�/� r )r
J �� �� ���� N � ���, �������� ������ 5<= /����-
��� �����.6�. 4
���K

Żr(s) = f r(Zr(s), s) +Gr(Zr(s), s)◦Ξr(s), )�,

	��
fr = {fri}, Gr = {grik},

fri = fr0i(s) +

n(r+1)∑
j=1

frij(s) · Zrj(s),

grik = gr0ik(s) +

n(r+1)∑
j=1

grijk(s) · Zrj(s),

i = 1, 2, ..., n(r + 1), k = 1, 2, ...,m(r + 1).

D�/
��1�� �
�/
����� ����
�
� fr � ����� Gr

� 1����� � ��3 A������� ���2��
	
 ����
�
Zr �3 �
1�
9���� 1�2������� /
 4
�����
5���
�
��2 >��@ �� �
9�� ��2������ �
A4-
4������� ��
� � ��44�1��

ari = fri +
1

2

n(r+1)∑
j=1

m(r+1)∑
k=1

∂grik
∂zrj

grjk, )�,

brij =

m(r+1)∑
k=1

grik grjk, )�,

i, j = 1, 2, ..., n(r + 1)

�������� ;
���� ? ���� ? :
��
	
�
� ���
/�
��
��� ���
���
��� ����
� Zr(s)� B ��
.

2������ � 
��
�� A�
	
 �������� �
9�� 0���
/
���
�� 1������ ������ N<= ��� A�����-
�
� ����
�
�mr(s) � ����� Dr(s) � �����.6��
����K

ṁri(s) = M
[
ari

]
, )F,

Ḋrij(s) = M
[
(zri −mri) · arj+

+ (zrj −mrj) · ari + brij
]
. )P,

: A��� ��������� ��
03
���
 �
0���� �-
2����� ���
���� 4
�� �
�
��3 0���� ��
�K

mri(0) =

{
m∗

i , r = 0,
mr−1,i(τ), r > 0;

)�,

D+
r (0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

[ D∗ D∗

D∗ D∗

]
, r = 0,

[
D+

r−1(0) D(12)
r

D(21)
r D(22)

r

]
, r > 0,

)��,

D(12)
r =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

DY0Xr−1 (τ)
DY0Xr−1 (τ)
DX0Xr−1(τ)

...
DXr−2Xr−1(τ)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

D(21)
r =

[DXr−1Y0(τ) DXr−1Y0(τ)

DXr−1X0(τ) ... DXr−1Xr−2 (τ)
]
,

D(22)
r = DXr−1Xr−1(τ).

�� �������

<�� ���
������� �1�
9���
� ���
���� 0��

��6������� ���1 /
������� ����
����3 ��
-
3���2����3 ������ �1��2�
� �1����
����
8��
�
�� 2��� /
��2����3 ��1�����
� /��-
�
����� ��9�� B�� 2������
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Ẋ(t) = q00 X(t) + [u0 + v00 X(t)] Ẇ (t),

t ∈ (0, τ ], m(0) = m∗, D(0) = D∗;

Ẋ(t) = p10 Ẋ(t− τ) + q10 X(t− τ) + q11 X(t)+

+ [u1 + v10 X(t− τ) + v11 X(t)] Ẇ (t),

t ∈ (τ, 2τ ];

Ẋ(t) = p20 Ẋ(t− 2τ) + p21 Ẋ(t− τ)+

+ q20 X(t− 2τ) + q21 X(t− τ) + q22 X(t)+

+ [u2 + v20 X(t− 2τ) + v21 X(t− τ)+

+ v22 X(t)] Ẇ (t),

t > 2τ,

	�� pij � qij � ui� vij ? /
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u0 = 0,125, v00 = 0,1,

p10 = 0,25, q10 = 0,25, q11 = 1,

u1 = 0,1, v11 = 0,1,

p20 = 0,25, p21 = −0,125, q20 = 0,25,

q21 = −0,25, q22 = −1, u2 = −0,125,

v20 = 0,1, v21 = 0,05, v22 = 0,05,

q00 : a) − 1, b) − 2,

v10 : a) 0,25, b) − 0,125,

τ = 0.5, t0 = 0, m0 = 2, D0 = 0,25.
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