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Описываются все локально конечные непримарные группы, в которых пересечение всех неинвариантных подгрупп совпадает с единичной подгруппой, а пересечение всех неинвариантных подгрупп каждой собственной недедекиндовой подгруппы отлично от единичной подгруппы.
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(Определение 1. НП-группой называется недедекиндова группа, в которой пересечение всех неинвариантных подгрупп отлично от единичной подгруппы.
Определение 2. [image: image2.png]


-группой называется недедекиндова группа, в которой пересечение всех неинвариантных подгрупп совпадает с единичной подгруппой, а пересечение всех неинвариантных подгрупп каждой собственной недедекиндовой подгруппы отлично от единичной подгруппы.

Отметим, что все конечные НП-группы описаны в работе [1], все непериодические НП-группы – в работе [2], все 2-группы, являющиеся [image: image4.png]


-группами, – в [3]. Поскольку для [image: image6.png]p > 2



 конечных НП-групп не существует, то p-группы ([image: image8.png]p > 2



), являющиеся [image: image10.png]


-группами, исчерпываются p-группами Миллера – Морено ([image: image12.png]p > 2



).
Через [image: image14.png]7(G)



 обозначается число простых делителей порядка группы G. Остальные обозначения стандартны.

Лемма 1. Во всякой [image: image16.png]


-группе имеется система образующих, состоящая из четырех элементов.

Доказательство. Пусть G – [image: image18.png]


-группа и [image: image20.png](x),(y)



 – такие ее неинвариантные циклические подгруппы, что [image: image22.png](x) n(y)=



. Пусть также [image: image24.png]


 и [image: image26.png]


 – такие элементы группы G, что [image: image28.png]z, & Ng((x))



, а [image: image30.png]z, & N ({y))



. Рассмотрим подгруппу [image: image32.png]G, = (X,y,24,25)



. Ясно, что [image: image34.png](x) ¢ G,



 и [image: image36.png](y) ¢ G,



. Поскольку [image: image38.png](x) n(y)=



, то [image: image40.png]


 не является НП-группой, и, значит, [image: image42.png]G, =(x,7,21,2,) =G



. Лемма доказана.

Следствие. Всякая локально конечная [image: image44.png]


-группа конечна.

Лемма 2. Пусть G – конечная непримарная [image: image46.png]


-группа. Тогда:
1) в G имеется инвариантная силовская подгруппа;

2) 
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. Если , то число инвариантных силовских подгрупп группы G равно двум.

Доказательство. Из [1] следует, что всякая конечная [image: image52.png]


-группа сверхразрешима. Поэтому всякая истинная подгруппа группы G сверхразрешима. Согласно работе [4] всякая конечная группа, все истинные подгруппы которой сверхразрешимы, разрешима. Следовательно, группа G разрешима. Поэтому в ней имеется инвариантная подгруппа A простого индекса. Поскольку индекс 
[image: image53.wmf][

]
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:


 является простым числом, то в A содержатся такие 
 силовские подгруппы группы G, что у любых двух из них порядки взаимно простые. Так как подгруппа A либо дедекиндова, либо является НП-группой, то, следовательно, в A содержится не менее чем [image: image60.png]AaG



 силовских подгрупп группы G, каждая из которых инвариантна в A. Поскольку подгруппа , то все ее инвариантные силовские подгруппы инвариантны также и в G. Поэтому в G имеется не менее чем 
[image: image61.wmf](
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 инвариантных силовских подгрупп. Таким образом, если , то пункт 1 доказан.
Пусть 
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. 
Предположим, что в G нет инвариантной силовской подгруппы. Тогда силовская подгруппа P группы G, содержащаяся в A, в A неинвариантна. В силу того что [image: image68.png]A=RXP



 – НП-группа и [image: image70.png]P4aA



, каждая циклическая подгруппа из R инвариантная в A. Поскольку группа автоморфизмов всякой циклической 2-группы является 2-группой и [image: image72.png]P4aA



, то R не является 2-группой. Поэтому согласно [1] силовская подгруппа T группы G, содержащая R, не является НП-группой и, значит, T – абелева группа. Рассмотрим [image: image74.png]N; (T)



. Поскольку [image: image76.png]P4G



 и 
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[image: image80.png]T ¢ Z(Ns (D))



, то из [5] следует, что . Поэтому найдется элемент [image: image82.png]b € (N;(T) — C;(T))



. Так как, согласно сделанному предположению, в G нет инвариантных силовских подгрупп, то подгруппа [image: image84.png]T ™ (b)



 является НП-группой. Поэтому в ней инвариантна каждая циклическая подгруппа из T. Отсюда и из описания групп с циклическими силовскими подгруппами [5] вытекает, что каждая циклическая подгруппа из T порождается коммутатором. Следовательно, [image: image86.png]


. Так как [image: image88.png]


, [image: image90.png]


, то [image: image92.png]A2G



. Однако это невозможно, так как по выбору группы A [image: image94.png]AaG



 и фактор-группа 
[image: image95.wmf]A

G

[image: image98.png]


 абелева, и, значит . Таким образом, предположение о том, что в G нет инвариантной силовской подгруппы, приводит к противоречию и, следовательно, неверно. Пункт 1 леммы доказан.
Предположим, что в G имеются три инвариантные силовские подгруппы – [image: image100.png]P,,P,, Py



. Согласно теореме Шура [6] подгруппа [image: image102.png]P, XP, X P,



 дополняема в G, т.е. [image: image104.png]G=(P,XP,XP)XR



.
В подгруппе R имеется неинвариантная в G циклическая подгруппа. Действительно, подгруппа [image: image106.png]P, XP, X P,



 является либо дедекиндовой группой, либо НП-группой. Поэтому если бы каждая циклическая подгруппа из R была инвариантной в G, то группа G являлась бы либо дедекиндовой группой, либо НП-группой. Это противоречило бы выбору группы G.

Обозначим через 
[image: image107.wmf]b


 некоторую неинвариантную в G циклическую подгруппу из R, а через 
 – некоторую неинвариантную в G циклическую подгруппу, имеющую с [image: image114.png]P x(b) G =1,2,3)



 тривиальное пересечение. Поскольку каждая из подгрупп  либо дедекиндова, либо является НП-группой, то, согласно [1], [image: image116.png](byNn Cs(PF) G =1,2,3)



. Отсюда вытекает, что для любого элемента [image: image118.png]a€P, XP, X P, (abyn(b) #1



. Поэтому подгруппа [image: image120.png](b,)



 принадлежит либо R, либо, без ограничения общности, [image: image122.png]


. Пусть [image: image124.png]z € G — N; ({b))



 и [image: image126.png]y € G — N; ({b,))



. Легко проверить, что среди групп [image: image128.png]P,,P,



 и [image: image130.png]


 найдутся такие две подгруппы, скажем [image: image132.png]


 и [image: image134.png]


, что [image: image136.png]z€ (P, XP,)NR



 и [image: image138.png]y € (P, XP,)XR



. Очевидно, что
[image: image140.png](by) 4 (P, XP,) » R,(b) &
(P, XP,) xR




Но тогда подгруппа [image: image142.png](P, xP,)\R



 не является НП-группой, вопреки выбору группы G. Следовательно, сделанное нами предположение о существовании в группе G трех инвариантных силовских подгрупп неверно. 
Таким образом, в G имеется не более двух инвариантных силовских подгрупп.
Итак, с одной стороны, в группе G имеется не более двух инвариантных силовских подгрупп, а с другой стороны, как отмечено при доказательстве пункта 1 леммы, в G имеется не менее чем 
[image: image143.wmf](
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 инвариантных силовских подгрупп. Отсюда вытекает, что 
 и, причем, если , то число инвариантных силовских подгрупп группы G равно двум. Лемма доказана.
Теорема 1. Локально конечные непримарные [image: image150.png]


-группы исчерпываются группами следующих типов:
1. [image: image152.png]G =P » (b)



, где P – нециклическая элементарная абелева p-группа, являющаяся нормальным делителем группы G, [image: image154.png]


:

1) [image: image156.png]b? € Z(G)



;
2) [image: image158.png]m > 2



, для любого элемента
[image: image160.png]a€Pa® =
a,1<k<

1(modp)



;
2. [image: image162.png]G = (a)x (d)»

(b}, lal = |d| =p, [b] =
qm,m>1,a* =a"1<
k<p,db= d‘ A<l<
pk# Lk
1(modp), 19"
1(modp), k? =
1% (mod p)




;
3. [image: image164.png]G = (a,d) » (b),|al =
4,07 = d%at =
a,|b| = 3%,a° =
d,d* = ad



;
4. [image: image166.png]G =(a)» (b),lal =
p, bl = gq,a® =a*,1<
k < p,k?= 1(mod p)




;
5. [image: image168.png]G = (a) > ({b) X
by),lal =p, bl = |b;| =
g",m>1,a" =ad*1<
k<pa=d,1<l<
p,k? = 1(mod p),1% =
1(modp)




;

6. [image: image170.png]G =(a)» ((b) »

(b)), lal = p, bl =
2m,m = 2,|b,| = 4,a% =
abs = a1, bb = b1



;
7. [image: image172.png]G=Px ({a)»

(b)), lal = p,|b| =
g",m>1,a" =ad*1<
k<pki=

1(modp), (pq,2)




: 
[image: image174.png]P ={c,d),|c| =
8,d% = c*,c? =



;
[image: image176.png]= (E) S (d).lrl
Idl




;
8. [image: image178.png]G = (a) > ({b) X

(), lal =p, |b] =
rm,m>1,|c|=q"n>
L,a? =ad*1<k<

p, k" = 1(mod p),a¢ =
a,1<l<pli=
1(mod p)



;
9. [image: image179.png]G = {a)» (c) X

(D) »(a)), lal = p,1b| =
g, lcl=r"m>1,|d|=
thn>1,a=ak1<
k<pk' =

1(modp), b% = b, 1 <

I <q,lt =1(mod q)



.

Доказательство. Нетрудно убедиться в том, что каждая из групп, указанных в условии теоремы, является [image: image182.png]


-группой. Поэтому в доказательстве нуждается лишь необходимость условий теоремы.

Пусть G – произвольная непримарная локально конечная [image: image184.png]


-группа. В силу следствия из леммы 1 G – конечная группа. Будем различать три случая.

Случай  I. 
[image: image185.wmf](
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Согласно пункту 1 леммы 2 в группе G имеется инвариантная силовская p-подгруппа. Обозначим ее через P. Пусть T – неинвариантная силовская q-подгруппа группы G. Рассмотрим две имеющиеся возможности.

1. В P имеется циклическая подгруппа [image: image188.png](a)



, нормализатор которой не содержит T.

Здесь также имеются две возможности.

1) P – абелева группа.

Покажем, что P – элементарная абелева подгруппа. Пусть b – произвольный элемент из T, не содержащийся в [image: image190.png]Nc({a)), |b| = g™



. Так как [image: image192.png](a) 4 (a, b)



 и [image: image194.png](b) 41 (a, b)



, то [image: image196.png](a,b) =G



. Отсюда и из того, что P порождается всеми элементами группы G, сопряженными с a, и [image: image198.png]la] =p



, то P – элементарная абелева группа.
Предположим, что [image: image200.png]la] > p



. Тогда подгруппа [image: image202.png]P, = (U(P),n(P))



 является истинной подгруппой подгруппы P. Поэтому [image: image204.png]P, » (b)



 – истинная подгруппа группы G. Следовательно, b содержится в нормализаторе всякой подгруппы из [image: image206.png]


. В частности, [image: image208.png]b € N; ({(a?))



. Поэтому [image: image210.png](a?)? = a*®



, где s – некоторое целое число, не кратное p. Отсюда и из того, что P – абелева группа, следует, что порядок элемента [image: image212.png]¢ =a’a™



 равен p. Поскольку [image: image214.png](a®)?

a®?

,a?

EP,cEP
A



 и b содержится в нормализаторе всякой подгруппы из [image: image216.png]


, то [image: image218.png]


. Действительно, в противном случае элемент b не содержался бы в нормализаторе подгруппы [image: image220.png](ca’) € P,



. Поскольку [image: image222.png]


 и [image: image224.png]=ca’



, то нетрудно проверить, что для любого натурального числа n [image: image226.png]a®") = ¢ns"




. В частности, для

[image: image227.wmf].
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Поскольку [image: image230.png](gp) =1



 и [image: image232.png](c)n{a)=1



, то [image: image234.png]


. Это противоречит тому, что [image: image236.png](s,p)=1



.
Таким образом, предположение о том, что [image: image238.png]la] > p



, приводит к противоречию и, значит, неверно. Следовательно [image: image240.png]la] =p



, и поэтому P – элементарная абелева группа, причем P – нециклическая группа, так как [image: image242.png]PaG



, а [image: image244.png](a) 4 G



.
Предположим, что P является минимальным нормальным делителем группы G. Ясно, что подгруппа [image: image246.png]Gy » (b7)



 является истинной подгруппой группы G. Если [image: image248.png]


 – абелева группа, то G является группой типа 1 а) теоремы. Пусть [image: image250.png]


 – неабелева группа. Тогда всякая подгруппа из P инвариантна в [image: image252.png]


, и для любого элемента [image: image254.png]a € P{ab?)n (b?) # 1



. Следовательно, [image: image256.png]m > 2



, для любого элемента [image: image258.png]a €Pa®?




, где [image: image260.png]1<k<p



 и [image: image262.png]k" = 1(mod p)



. Таким образом, G является группой типа 1 б) теоремы.
Пусть P не является минимальным нормальным делителем группы G, и C – минимальный нормальный делитель группы G, содержащийся в P. Согласно теореме Машке [6] в P найдется такая инвариантная в G подгруппа D, что [image: image264.png]P=CXD



. Ясно, что каждая из подгрупп [image: image266.png]C » (b)



 и [image: image268.png]D » (b)



 является истинной подгруппой группы G. Поэтому для любого элемента [image: image270.png]ceCcl=



, где [image: image272.png]1<k<p



, и для любого элемента [image: image274.png]deDdb =d



, где [image: image276.png]1<l<p



. Поскольку в подгруппе P, согласно ее выбору, имеется подгруппа, неинвариантная в G, то [image: image278.png]k#1



. Так как [image: image280.png]k#1



, то подгруппа [image: image282.png](cd)



, где c – произвольный неединичный элемент из C, а d – произвольный неединичный элемент из D, неинвариантна в подгруппе [image: image284.png]G, = ({c) X {(d))  (b)



. Ясно, что [image: image286.png](by N {cd)=1



 и [image: image288.png](b) 4 G,



. Следовательно, [image: image290.png]


.
Очевидно, что по крайней мере одна из подгрупп [image: image292.png](c) % (b)



 и [image: image294.png](d) % (b)



 неабелева и, значит, является НП-группой. Если [image: image296.png](c) % (b)



 – НП-группа, то [image: image298.png](cb) N (b) # 1



. Поэтому [image: image300.png]m=>1



 и [image: image302.png]k7" = 1(mod p)



. Аналогично, если подгруппа [image: image304.png](d) % (b)



 является НП-группой, то [image: image306.png]m=>1



 и [image: image308.png]


.

Подгруппа [image: image310.png]G, = ({c) X (d)) » (b?)



 является истинной подгруппой группы G. Поэтому каждая подгруппа из P инвариантна в [image: image312.png]


. Отсюда вытекает, что [image: image314.png]


.
Таким образом, группа G является группой типа 2 теоремы.
2) P – неабелева группа.

В виду того что P – неабелева группа, P является либо гамильтоновой 2-группой, либо одной из групп, указанных теоремой 1 из [1].

Предположим, что P – одна из групп, указанных теоремой 1 из работы [1]. Пусть [image: image316.png](d)



 – произвольная циклическая подгруппа из P, инвариантная в P, а b – произвольный элемент из T, не содержащийся в [image: image318.png]C; (P)



. Поскольку, согласно теореме 1 из [1], [image: image320.png]O(P) # P



 и [image: image322.png]2(P)



 является элементарной абелевой 2-подгруппой, то подгруппа [image: image324.png](2(P),b)



 абелева. Следовательно, всякая подгруппа, сопряженная с [image: image326.png](d)



, содержит [image: image328.png]n((d))



.

Поэтому, как легко следует из теоремы 1 из [1], подгруппа D, порожденная всеми подгруппами, сопряженными с [image: image330.png](d)



, отлична от P. Так как [image: image332.png]D +#P



 и, очевидно, [image: image334.png]DaG



, то [image: image336.png]D »(b)#G



. Поскольку [image: image338.png]D » (b)



 – истинная подгруппа группы G, то b содержится в нормализаторе всякой подгруппы из D. Отсюда и из того, что группа автоморфизмов всякой циклической 2-группы является 2-группой, следует, что [image: image340.png]b € C;(D)



. В частности, [image: image342.png]b € C;((a))



. Таким образом, элемент b содержится в централизаторе всякой циклической подгруппы из P, инвариантной в P.
Пусть S – подгруппа группы P, порожденная всеми инвариантными циклическими подгруппами группы P. По доказанному выше [image: image344.png]b €Cs(S)



. Если P является группой типа 3 теоремы 1 из [1], то [image: image346.png][P:S] =2



. Отсюда и из того, что [image: image348.png]b €Cs(S)



, следует, что [image: image350.png](b)



 стабилизирует ряд [image: image352.png]Po5Sol



. Но тогда, в силу теоремы 3.2 из [7], [image: image354.png]b € C;(P)



, вопреки выбору b. Пусть P не является группой типа 3 из [1]. Тогда из теоремы 1 из [1] следует, что [image: image356.png]


. Поэтому опять [image: image358.png]b € C;(P)



, вопреки выбору b. Следовательно, предположение о том, что P является НП-группой, неверно.
Пусть P является гамильтоновой 2-группой. Так как [image: image360.png]b & C;(P)



, то согласно теореме 3.2 из [7] [image: image362.png](b)



 не стабилизирует ряд [image: image364.png]PoO(P)D1



. Отсюда и из того, что [image: image366.png]b € C;(2(P))



, следует, что фактор-группа [image: image368.png]


 неабелева. 
Поскольку P является гамильтоновой 2-группой, то 
[image: image369.wmf](
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нециклическая группа порядка 4. Отсюда вытекает, что b – 3-элемент.

Без ограничения общности можно полагать, что [image: image372.png]


, где [image: image374.png]j € 2(P)



. Легко проверить, что подгруппа [image: image376.png]Q = (aj,dj)



 является подгруппой кватернионов и [image: image378.png]b € (Ns (@~ Co(@))



. Так как недедекиндова группа [image: image380.png]Q » (b)



 не является НП-группой, то она совпадает с группой G. Следовательно, группа G является группой типа 3 теоремы.

2.  T содержится в нормализаторе каждой циклической подгруппы из P.
Предположим, что в P содержится циклическая подгруппа [image: image382.png](a)



, неинвариантная в G. Тогда из того, что [image: image384.png]T < N;({a))



, следует, что [image: image386.png](a) 4 P



. Поскольку [image: image388.png](a) 4 P



, то из теоремы 1 из [1] следует, что P – 2-группа, а T – абелева группа. В силу того что P – 2-группа и T содержится в нормализаторе всякой циклической подгруппы из P, [image: image390.png]T S C;(P)



. Но тогда группа [image: image392.png]G=PXT



 не является НП-группой. Это противоречит выбору группы G. Следовательно, всякая циклическая подгруппа из P инвариантна в G.

Предположим, что в P найдется такой элемент a, а в T такой элемент b, что [image: image394.png](ab)n (b) = 1



. Тогда [image: image396.png]G = (a) » (b)



. Нетрудно убедиться в том, что [image: image398.png](a®Pb) N (b) =




 и [image: image400.png](ab?) N (b7) =1



. Отсюда и из того, что подгруппы [image: image402.png](aP) » (b)



 и [image: image404.png](@) (b?)



 являются истинными подгруппами группы G, вытекает, что [image: image406.png]la| =p, |b| = q,a®



, где [image: image408.png]1 <k <p,k? = 1(mod p)



. Следовательно, группа G является группой типа 4 теоремы.
Пусть теперь для любого элемента [image: image410.png]a€P



 и любого элемента [image: image412.png]b €T (ab) N(b) # 1



. Пусть также [image: image414.png](d)



 – некоторая циклическая подгруппа из T, неинвариантная в G, [image: image416.png](d;)



 – некоторая неинвариантная в G циклическая подгруппа, имеющая с [image: image418.png](d)



 тривиальное пересечение. В виду того что каждая подгруппа из P инвариантна в G и для любого элемента [image: image420.png]a € P{ad)n{d)+1



, то можно полагать, что [image: image422.png]d, €T



. Поскольку [image: image424.png]deT,d, €T



 и [image: image426.png](dyn{d;)=1



, то по крайней мере одна из подгрупп [image: image428.png](d)



 или [image: image430.png](d;)



 инвариантна в T. Пусть для определенности [image: image432.png](dy<T



. Поскольку [image: image434.png](dy<T



 и [image: image436.png](d)y4 G



, то в P найдется элемент a, неперестановочный с d.

Без ограничения общности можно полагать, что элементы a и [image: image438.png]


 также неперестановочны. Действительно, если элементы a и [image: image440.png]


 перестановочны, то элемент [image: image442.png]


 заменим элементом [image: image444.png]dd,



. Ясно, что элементы a и [image: image446.png]dd,



 неперестановочны. Отсюда следует, что [image: image448.png](dd,) ¢ G



. Поэтому необходимо только показать, что [image: image450.png](d)n{dd,) =1



. Покажем это. Поскольку элементы a и [image: image452.png]


 перестановочны и элемент [image: image454.png]


 содержится в нормализаторе всякой циклической подгруппы из P, то [image: image456.png]d, € C;(P)



. Ввиду того что [image: image458.png]d, € C;(P)



 и [image: image460.png]()4 G,(d)4T



. Поскольку [image: image462.png](d)4T



, а [image: image464.png](dy<T



, то согласно теореме 1 из [1] [image: image466.png](dd,)n(d) =1



, что и нужно было показать. Итак, можно полагать, что [image: image468.png]ad, # d,a



.
Рассмотрим подгруппу
[image: image470.png]G, = {a)» (d,,d)



.
Так как элементы a и d, a и [image: image472.png]


 неперестановочны, то [image: image474.png](d) ¢ G,



 и [image: image476.png](d;) 4 G,



. Отсюда и из того, что [image: image478.png](dyn{d;)=1



, следует, что [image: image480.png]


. Вследствие того что подгруппа [image: image482.png](aP) » (d,,d)



 является истинной подгруппой группы G, [image: image484.png]la] =p



 и, значит, [image: image486.png]


, где [image: image488.png]1<k<p



, и [image: image490.png]d% =a'



, где [image: image492.png]1<l<p



. Подгруппа [image: image494.png](a)» (d?,d,)



 является истинной подгруппой группы G и, следовательно, является НП-группой. Поэтому [image: image496.png]ldy]>q



 и [image: image498.png]ad? = da



. Из последнего равенства следует, что [image: image500.png]1(mod p)



. Кроме того, если элементы d и [image: image502.png]


 перестановочны, то, согласно [1], [image: image504.png]|d?| < |d,|



. Подгруппа [image: image506.png](@) » (d,d])



 также является НП-группой. Поэтому, аналогично, [image: image508.png]|d| > q,1% = 1(mod p)



 и, если элементы d и [image: image510.png]


 перестановочны, то [image: image512.png]|di| < lal



.
Таким образом, если элементы d и [image: image514.png]


 перестановочны, то из неравенств [image: image516.png]|d?| < |d,|



 и [image: image518.png]|di| < lal



 следует, что [image: image520.png]ldy| = |d|



. 
Следовательно, если элементы d и [image: image522.png]


 перестановочны, то группа G является группой типа 5 теоремы.

Пусть элементы d и [image: image524.png]


 неперестановочны. Тогда, согласно [1], подгруппа T является 2-группой. 
Поэтому
[image: image526.png]ld|
=2"
n = 2,|d.
Ldy | =

L d%
=d?



.
Поскольку элементы [image: image528.png]d?



 и a; [image: image530.png]


 и a перестановочны, то [image: image532.png]a’

=a

=a



. Следовательно, группа G является группой типа 6 теоремы. Случай I рассмотрен.

Случай II. 
[image: image533.wmf](
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Предположим сначала, что в группе G имеется силовская подгруппа P, выделяющаяся прямым множителем: [image: image536.png]G=PXT



. Если хотя бы одна из групп P, T, скажем T, была бы дедекиндовой группой, то группа G, вопреки ее выбору, была бы дедекиндовой группой, если подгруппа P дедекиндова, или НП-группой, если подгруппа P является НП-группой. Следовательно, каждая из подгрупп P и T является НП-группой. Если бы какая-нибудь из подгрупп P и T, скажем P, содержала бы истинную недедекиндову подгруппу [image: image538.png]


, то недедекиндова подгруппа [image: image540.png]P, xT



 не являлась бы НП-группой, вопреки выбору группы G. Следовательно, в каждой из подгрупп P и T все истинные подгруппы дедекиндовы. Теперь из описания непримарных НП-групп [1] следует, что 
[image: image542.png]T =(a) (b}, lal = p,b] =
qg",m>1,a"=ad*1<k<pk?=
1(modp)




В свою очередь примарные НП-группы, все истинные подгруппы которых дедекиндовы, исчерпываются обобщенной группой кватернионов порядка 16 и группой, представимой в виде полупрямого произведения двух циклических групп порядка 4 [1]. Следовательно, P является одной из этих групп, а группа G является соответственно группой типа 7 а) или типа 7 б) теоремы.

Пусть теперь в группе G не имеется силовской подгруппы, выделяющейся прямым множителем. Согласно пункту 1 леммы 2 в G имеется инвариантная силовская p-подгруппа. Обозначим ее через P. По теореме Шура [6] подгруппа P дополняема в G: [image: image544.png]G=PxT



. Пусть R и Q – силовские подгруппы взаимно простых порядков из подгруппы T. Поскольку в G нет силовской подгруппы, выделяющейся прямым множителем, то по крайней мере одна из групп P, Q, скажем Q, не содержится в [image: image546.png]C; (P)



. Поэтому подгруппа [image: image548.png]


 является НП-группой, в которой инвариантна всякая циклическая подгруппа из P. Следовательно, всякая циклическая подгруппа из P инвариантна также и в G. Рассмотрим две имеющиеся возможности.
1. [image: image550.png]R S C;(P)



.
Предположим, что [image: image552.png]RaT



. Выше отмечалось, что всякая циклическая подгруппа из P инвариантна в G. Поскольку [image: image554.png]R<G



, то, аналогично, каждая циклическая подгруппа из R инвариантна в G. Следовательно, каждая циклическая подгруппа из подгруппы [image: image556.png]PXR



 инвариантна в G. Кроме того, нетрудно убедиться в том, что для всякого элемента [image: image558.png]a€PXR



 и для всякого элемента [image: image560.png]beQ (abyn(b) #1



. Отсюда и из того, что пересечение всех неинвариантных циклических подгрупп группы G совпадает с единичной подгруппой, следует, что в Q найдутся неинвариантные в группе G циклические подгруппы [image: image562.png](c)



 и [image: image564.png](d)



, пересекающиеся по единичной подгруппе. Поскольку [image: image566.png](cyn{d)y=1



, то без ограничения общности можно полагать, что [image: image568.png](c)<Q



. Так как [image: image570.png](c)<Q



 и [image: image572.png]()G



, то [image: image574.png]c & C;(P)



 или [image: image576.png]c € C;(R)



. Пусть для определенности [image: image578.png]c & C;(P)



. Тогда подгруппа [image: image580.png]


 является НП-группой с неинвариантной подгруппой [image: image582.png](c)



. Поскольку [image: image584.png](cyn{d)y=1



, то [image: image586.png](d)y< (PxQ)



. Следовательно, [image: image588.png](d)<Q,{c)<Q



 и [image: image590.png](cyn{d)y=1



. Поэтому [image: image592.png]cd = dc



. Поскольку подгруппа [image: image594.png]P ({c) X (a))



 является НП-группой с неинвариантной абелевой силовской подгруппой и с неинвариантной циклической подгруппой [image: image596.png](c)



, то, согласно [1], [image: image598.png]ld| < |l



. Так как [image: image600.png](d)y< (PxQ)



 и [image: image602.png](d)y4 G



, то [image: image604.png]d & C;(R)



. Следовательно, подгруппа [image: image606.png]P ({c) X (a))



 является НП-группой с неинвариантной абелевой силовской подгруппой и неинвариантной циклической подгруппой [image: image608.png](d)



. Поэтому, согласно [1], [image: image610.png]lel < |d|



. Итак, с одной стороны, [image: image612.png]lel < |d|



, а с другой стороны, как отмечено выше, [image: image614.png]le] > |d|



. Ясно, что неравенства [image: image616.png]lel < |d|



 и [image: image618.png]le] > |d|



 одновременно выполняться не могут. Следовательно, предположение о том, что [image: image620.png]RaT



, приводит к противоречию и, значит, неверно.
Предположим, что [image: image622.png]R«T



. Тогда каждая циклическая подгруппа из Q инвариантна в T. Поэтому в R содержится элемент, неперестановочный ни с каким неединичным элементом из Q. Отсюда и из описания группы с циклическими силовскими подгруппами [5] вытекает, что каждая циклическая подгруппа из Q порождается некоторым коммутатором. Поэтому [image: image624.png]


. Выше отмечалось, что каждая циклическая подгруппа из P инвариантна в G и [image: image626.png]Q £ C;(P)



.
Пусть [image: image628.png](a)



 – такая циклическая подгруппа из P, что [image: image630.png]C;({a)) 2 Q



. Поскольку [image: image632.png]C;({a)) 2 Q



 и [image: image634.png]


, то [image: image636.png]C;({a) 2 G



. Вследствие того что [image: image638.png](a)< G



, [image: image640.png]C;({a) <G



.
В силу того что [image: image642.png]C;({a) 2 G



, факторгруппа [image: image644.png]G
/¢ (@)



 неабелева. С другой стороны, фактор-группа [image: image646.png]G
/¢ (@)



 изоморфна подгруппе группы автоморфизмов циклической группы, а группа автоморфизмов циклической группы – абелева.

Следовательно, предположение о том, что [image: image648.png]R«T



, также приводит к противоречию.

Таким образом, подгруппа R не может быть ни инвариантной, ни неинвариантной в подгруппе T. Это значит, что возможность 1 не имеет места.

2. [image: image650.png]R S C;(P)



.
Пусть a – произвольный неединичный элемент из P. Так как каждая из подгрупп [image: image652.png]PX\R



 и [image: image654.png]


 является НП-группой, то в R найдется такой элемент b, а в Q найдется такой элемент c, что [image: image656.png]ab # ba



 и [image: image658.png]ac # ca



. Кроме того, поскольку подгруппа T является НП-группой, то без ограничения общности можно полагать, что [image: image660.png](by<T



.

Предположим, что [image: image662.png]bc # cb



. Тогда, согласно строению группы с циклическими силовскими подгруппами [5], [image: image664.png](b) = ([c, b])



. Следовательно, [image: image666.png]beG



. Поэтому [image: image668.png]C;({a) 2 G



 и, значит, фактор-группа 
[image: image669.wmf](
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 неабелева. Однако это невозможно, так как фактор-группа [image: image674.png]bc = cb



 изоморфна подгруппе группы автоморфизмов циклической группы, а группа автоморфизмов циклической группы абелева. Следовательно, .

Рассмотрим подгруппу [image: image676.png](@) » ({b) X {c))



. Очевидно, что подгруппы [image: image678.png](b)



 и [image: image680.png](c)



 в ней инвариантны. Поэтому [image: image682.png]G = {(a) » ({b) x(c))



. 
Пусть [image: image684.png][b] = 7™, |c| =




. Подгруппа [image: image686.png](aP)  ({b) X (c))



 является истинной подгруппой группы G. Отсюда вытекает, что [image: image688.png]la] =p



. Каждая из подгрупп [image: image690.png](@) » ({b) X {c))



 и [image: image692.png](@) » ({b) X {c?))



 также является истинной подгруппой группы G. 
Поэтому
[image: image694.png]a®=a*1<k<pk™ =
1(modp),m>1,a°=a,1<1<
p,19 = 1(mod p),n > 1





Таким образом, группа G является группой типа 8 теоремы. Случай II рассмотрен.
Случай III. 
[image: image695.wmf](
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Поскольку [image: image698.png]7(G) >3



, то, согласно пункту 2 леммы 2, [image: image700.png]7(G) =4



, и число инвариантных силовских подгрупп группы G равно двум.

Пусть P и Q – инвариантные силовские подгруппы группы G. По теореме Шура [6] [image: image702.png]G=FPXQINT



. Поскольку [image: image704.png]7(G) =4



, то [image: image706.png](T) =2



.
Пусть R и S – силовские подгруппы взаимно простых порядков из подгруппы T. Так как подгруппы R и S неинвариантны в группе G, то каждая из них неинвариантна, по крайней мере, в одной из следующих подгрупп: [image: image708.png]PX\T



 или [image: image710.png]QXT



. Пусть для определенности [image: image712.png]R4 (PXT)



 и подгруппа [image: image714.png]PX\T



 является НП-группой, тогда [image: image716.png]Sa(PXT)



. Следовательно, [image: image718.png]S4(@xT)



, [image: image720.png]R<(QxT)



, то подгруппы P и S, R и Q, S и R поэлементно перестановочны.
Поскольку подгруппы R и S поэлементно перестановочны, то [image: image722.png]R<aT



 и [image: image724.png]SaT



. Отсюда и из того, что [image: image726.png]R4 (PXT)



 и [image: image728.png]S4(@xT)



, следует, что [image: image730.png]P & Cs(R)



, а [image: image732.png]Q £ Cs(S)



.

Пусть a – произвольный элемент из P, не содержащийся в [image: image734.png]Cs (R)



; c – произвольный из R, неперестановочный с a; b – произвольный элемент из Q, не содержащийся в [image: image736.png]Cs(S)



, и d – произвольный элемент из S, неперестановочный с b. Поскольку подгруппы R и S, P и S, R и Q поэлементно перестановочны, то [image: image738.png]cd = dc,ad = da



 и [image: image740.png]bc = cb



. Кроме того, [image: image742.png]


, где [image: image744.png]


 и [image: image746.png]


 – некоторые целые числа. Ясно, что пересечение подгрупп [image: image748.png](c)



 и [image: image750.png](d)



 тривиально и каждая из них неинвариантна в подгруппе
[image: image752.png]Gy = ({a) X (b)) % ({c} X (a))



. 
Следовательно, [image: image754.png]


. 
Пусть [image: image756.png]lal = p*,|bl = ¢}, 1c|

™, |d|

tn



. 
Поскольку каждая из подгрупп
[image: image758.png](@®) X (b)) » ({e) X (@), (a) X
(BTN » ({e) X (@), ({a) X (b)) >
(c™) x (@), (a) X (b)) »

ey x (d*)



.
является НП-группой, то
[image: image760.png]lal =p,1<ky<p,n>1,1b| =
1<l <qm>1k]=
1(modp), 1 = 1(mod q)




Следовательно, группа G является группой типа 9 теоремы.
Рассмотрены все случаи. 
Теорема доказана. 
Сообщение о результатах этой статьи (без доказательств) сделано в работе [8].
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